Теория симпатий
Уважаемый Евгений Григорьевич!

Не спешу сообщить тебе мои новости, как не задаю и тебе вопросов о житье-бытье, поскольку письмо это является скорее риторическим, чем реальным, и не предназначено к отсылке. Хотя твое ознакомление с ним не только не исключено, но весьма желательно. А пишу я его, чтобы изложить некую околоматематическую теорию, разработанную мною устно лет 5 назад во время долгих поездок по Талинскому нефтяному месторождению, и названную мною теорией симпатий. Как-то при личной встрече с тобой я пытался рассказать тебе, в чем там суть, но получилось нечто бледноватое. А ведь когда все это придумывалось, там была куча поэзии. Не знаю, удастся ли мне восстановить это впечатление в данном письме, но попытаться стоит. А эпистолярность формы сего труда истекает из того, что не смотря на математическую строгость основных положений, в приложениях, в примерах очень много беллетристики. И с кем же я могу поговорить на чисто математическую тему кроме тебя?
Теория эта относится к теории множеств, хотя пересекается с теорией графов и, возможно, ее можно использовать для построения модели квантованного пространства (а это, как ты знаешь, голубая мечта моего студенческого возраста). Не исключено, что ничего принципиально нового в ней нет, тем более, что я не занимаюсь математикой профессионально. Впрочем, в твоем лице я вижу такого же начитанного дилетанта, как и я сам. К тому же я помню твои попытки объяснить основы теории групп вагонным попутчикам. Может быть, в какой-то мере, и эта моя попытка пофантазировать на интимно-математические темы является такой же полусерьезной трепотней. Но строгость я все-таки постараюсь соблюсти.
Итак, к делу.

Пусть мы имеем множество M. Если на этом множестве задано некоторое соответствие между его элементами такое, что для каждого элемента ai множества M задано подмножество Mi этого множества, то в этом случае будем говорить, что на множестве M задана симпатия.
Почему симпатия? В частном случае, на множестве людей, мы можем задать такое соответствие в буквальном смысле. Т.е. любой из нас из всего множества окружающих нас индивидов всегда выделяет группу лиц, к которым он относится с некоторой теплотой, которые ему небезразличны. Т.е. множество людей, на котором задано «симпатизирование», по нашему определению является симпатией. Конечно, математическое определение более объемно, чем слова нашего языка, и математической симпатией является также множество людей, на котором задано такое соответствие, как антипатия. Или родственная связь. Или рост (если каждому человеку поставить в соответствие множество людей, более высоких, чем он сам). Или возраст (аналогично). Или пол (мужчина симпатизирует всем женщинам и наоборот). Или пол + возраст ( это когда мы любим только женщин младше себя не менее чем на 3 года, но совершеннолетних). 

Как видишь, примеров симпатий можно придумать сколько угодно. И не только на множестве всех людей. Симпатии возможны в любом подмножестве, т.е. коллективе, семье, очереди…  Причем не столько в прямом смысле, сколько во всех других: так в коллективе это может быть связано с иерархией подчинения, в очереди естественнее всего было бы определить симпатию, как указание для данного очередника той «спины», за которой он стоит. А это уже наводит на аналогии с числовой осью. Так на множестве целых чисел для числа n ставим в соответствие число n+1. Т.е. упорядочиваем это множество. В этом смысле симпатия представляет собой множество, упорядоченное каким-либо образом, причем для каждого элемента задается целая группа элементов, «следующих» за ним. А это уже включает в симпатии и такие объекты, как графы. Вообще, при здравом рассуждении, симпатии – такие же часто встречающиеся штуки, как и сами множества, причем задание соответствия между элементами делает симпатии более интересными, чем просто множества. Это не просто наборы элементов, а организованные наборы с отношениями порядка между элементами. Поэтому именно на симпатиях легко задается такое понятие, как расстояние между элементами. Но об это чуть позже.
А теперь попробуем рассмотреть симпатию чуть подробнее, т.е. посмотрим на возможные виды ее элементов. Если в множестве все элементы одинаковы (мы и смогли объединить их в множество, абстрагируясь от различий), то в симпатии возможны различные элементы. Но прежде всего пару слов об обращении соответствия. Если задана симпатия, то на том же множестве можно задать другое соответствие, а именно, для данного элемента ai выбрать все элементы aj, такие, что ai ( Mj, т.е. выбрать все элементы «симпатизирующие» данному. Легко видеть, что это другое соответствие также является симпатией. Будем называть ее обратной симпатией.
Это как если бы мы сперва определили всех, в кого мы влюблены, а потом вдруг заинтересовались: а кто на нас заглядывается? Так вот, множество наших поклонников и задает обратную симпатию по отношению к «прямой» симпатии, заданной через множество тех, кому поклоняемся мы. Поэтому если для каждого ai​ определено Mi, то можно считать, что для него определено и M(i – соответствующее подмножество обратной симпатии.

Чувствую, что кое-какие понятия следует уточнить. Прежде всего, само определение симпатии, а то уже сейчас начинается путаница в понятиях.

Итак, симпатией S называется множество M, на котором задано соответствие между элементами, а именно каждому элементу ai этого множества ставится в соответствие подмножество Mi множества M. При этом подмножество Mi мы будем называть областью интересов элемента ai. Если элемент aj входит в область интересов элемента ai, то будем говорить, что ai симпатизирует элементу aj или ai проявляет интерес к элементу aj. Обратная симпатия S( по отношению к данной задается на том же множестве M, но соответствие между элементами задается так, что областью интересов M(i  элемента ai обратной симпатии является такое подмножество множества M, что все его элементы проявляют интерес к элементу ai в прямой симпатии и ни один из элементов, не входящих в M(i, не проявляет интереса к ai. 
Таким образом, симпатия S на множестве M представляет из себя множество M плюс множество подмножеств Mi, однозначно связанных с элементами ai множества M. Т.е. если M можно записать, как {ai}, то S можно записать, как {ai, Mi} или {ai, {ak}i}. 
Таким образом, мы видим, что симпатия на множестве M={ai} представляет из себя множество объектов (симпатизирующих элементов), состоящих из элементов множества M и соответствующих этим элементам подмножеств множества M (областей интересов этих элементов). При этом симпатизирующий элемент состоит из собственно элемента и круга его интересов, составляющих как бы подчиненную, «идеологическую» его оболочку. Поэтому имеет смысл говорить об элементе ai и множестве его интересов, которые являются не «реальными» элементами, а ссылками на них, связями между элементами.
Т.е. мы приходим к простой и естественной графической интерпретации понятия симпатии: будем изображать сами элементы точками (или кружочками), а область интересов элемента стрелками, проведенными от данного элемента ко всем элементам, входящим в круг его интересов. Например:
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В такой интерпретации обратная симпатия получается путем изменения направления всех стрелок.

Теперь, наконец, об элементах. Элементы могут отличаться друг от друга прежде всего кругом своих интересов. Если элемент не проявляет интереса ни к одному элементу (т.е. ему поставлено в соответствие пустое множество), то такой элемент мы будем называть пассивным элементом. Если при этом нет также и круга его поклонников, то будем говорить об изолированном элементе или одиночке. Если же пассивный элемент имеет поклонников, то будем называть его тупиком или стоком. Соответственно активным элементом будем называть элемент, проявляющий интерес хотя бы к одному элементу множества. Если активный элемент не имеет поклонников, то этот «гадкий утенок» – исток.

Для каждого элемента введем понятие степени активности или просто активности. Активность – это мощность множества Mi, т.е. количество элементов, к которым элемент ai проявляет интерес. Кроме того, можно ввести другое число, которое назовем привлекательностью – это мощность множества M(i, т.е. число поклонников элемента ai. Таким образом, пассивный элемент – это элемент с нулевой активностью, а изолированный элемент – это элемент, у которого как активность, так и привлекательность равны нулю. «Гадкий утенок» (исток) имеет нулевую привлекательность, но не нулевую активность. Тупик (сток) имеет ненулевую привлекательность, но не проявляет никакой активности.
Кроме того, не все связи (проявления интереса) одинаковы. Назовем самолюбованием проявление интереса к самому себе. Т.е. это тот случай, когда в подмножество Mi, соответствующее элементу ai, входит сам элемент ai. В графическом изображении самолюбование выглядит так:
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Элементы 2, 4 и 6 проявляют интерес сами к себе, т.е. занимаются самолюбованием. При этом элемент 2 интересуется также элементами 3 и 4 и имеет поклонника 1. Элемент 4 имеет поклонника 2, но проявляет активность только в виде самолюбования. Элемент 6 активен только по отношению к себе, у него единственный поклонник – он сам.
Если какой-либо элемент входит как в область интересов данного элемента, так и в круг его поклонников, т.е. наряду с прямой стрелкой между элементами их соединяет и обратная стрелка, то такая двойная связь будет называться взаимностью. Так на предыдущей диаграмме между элементами 5 и 7 существует взаимность.

Вот, для начала, все, что касается терминологии. Конечно, дальше будут вводиться новые понятия, но я хочу сразу отметить, возможно и дублирование некоторых терминов (это есть уже сейчас, например, сток и тупик). Дело в том, что для данной теории термины берутся в основном из любовно-этической области, но в ряде случаев симпатии больше напоминают потоки, временные или пространственные структуры, поэтому и термины будут браться из соответствующих областей знания.

А теперь проделаем следующую операцию. Для данной симпатии S возьмем ее произвольный элемент ai, добавим к нему все элементы, входящие в его область симпатии Mi и круг поклонников  M(i (вместе они образуют окружение элемента ai: Oi= Mi​ ( M(i). К получившемуся множеству добавим (по принципу «или») все элементы, входящие в окружения членов этого множества. Будем повторять эту операцию, пока множество не перестанет увеличиваться (для простоты считаем число элементов симпатии конечным), то есть пока окружения членов этого множества не будут содержать новых элементов, не присутствующих в этом множестве. Получившееся множество элементов является симпатией, входящей в симпатию S.Будем называть ее связной областью, содержащей элемент ai. Ясно, что если в связную область, содержащую элемент ai, входит какой-либо другой элемент aj, то связная область, порожденная этим элементом (aj), будет содержать и элемент ai, т.е. будет совпадать со связной областью, содержащей ai. В общем случае симпатия распадается на несколько непересекающихся связных областей. В частности, любой изолированный элемент также будет отдельной связной областью.
Рассмотрим пару примеров симпатий. Представим себе множество баз или гаражей с транспортом. Они связаны друг с другом дорогами, причем дороги эти с односторонним движением (с двусторонним возможны тоже, но ведь дорога с двусторонним движением – это просто две параллельные дороги с разнонаправленным односторонним движением). Тогда все базы, на которые можно попасть непосредственно с базы ai (т.е. не заезжая на другие базы) можно считать областью интересов базы ai, а вся наша гаражно-транспортная модель будет симпатией. Нас интересуют более далекие поездки, чем только в области интересов. Естественно, доехав да любой из баз из области интересов (т.е. до одной из ближайших – в смысле не километража, а количества остановок) и отдохнув, водитель может ехать дальше. В конце концов, он окажется в некотором гараже aj. Множество баз, в которых он побывал, (начиная с ai)назовем маршрутом, а количество перегонов – длиной этого маршрута. Естественно, попасть из базы ai в базу aj можно в общем случае разными маршрутами, а длины этих маршрутов не обязательно должны совпадать. Среди множества маршрутов от ai до aj есть маршруты с минимальной длиной. Эту минимальную длину будем называть расстоянием от ai до aj. Расстояние от ai до ai, т.е. до самого себя, будем считать нулем (хотя в общем случае возможны маршруты из ai в ai ненулевой длины – кольцевые маршруты – но, естественно, длина их не минимальна). Заметим, что если существует маршрут из ai в aj, то это еще не значит, что существует обратный маршрут из aj в ai ,а если он и существует, то расстояние от aj до ai не обязано совпадать с расстоянием от ai до aj.
В симпатии S могут существовать элементы, для которых не существует маршрута, исходящего из базы ai. Таким образом, для каждого элемента ai можно определить область доступности. Это множество, входящее в симпатию S и содержащее только элементы, для которых существуют маршруты, исходящие из элемента ai.
Если взять обратную симпатию S(, то в ней область доступности элемента ai будет множеством, в некотором смысле симметричным области доступности в симпатии S. Это будет множество элементов симпатии S, для которых элемент ai находится в области доступности. Назовем это множество областью популярности элемента ai. Условно область доступности будем обозначать Di, а область популярности D(i.
Очевидны следующие соотношения:

ai ( Di; ai ( D(i; Mi ( Di; M(i ( D(i.

Если элемент aj не принадлежит ни к области доступности элемента ai, ни к его области популярности, то будем говорить, что aj независим от элемента ai. Свойство независимости всегда симметрично, т.е. если aj независим от ai, то и ai независим от aj. В нашей транспортной модели независимость двух баз означает, что невозможен ни прямой, ни обратный маршрут между ними. Однако возможно существование третьих элементов, для которых элементы ai и aj находятся либо в области доступности, либо в области популярности. Легко доказывается, что если такой элемент существует, то элементы ai и aj находятся в одной и той же связной области. Неверно обратное утверждение, что если не существует ни одного элемента ak, такого, для которого ai и aj принадлежат объединению областей доступности и популярности, то ai и aj принадлежат разным областям связности. Это видно из примера симпатии:
	Графический вид:
	Описание с помощью области интересов:
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	a1
	M1 = (a2)

	
	a2
	M2 = (

	
	a3
	M3 = (a2, a4)

	
	a4
	M4 = (

	
	a5
	M5 = (a4)


Здесь ни для одного элемента a1 и a5 не находятся одновременно в областях доступности и популярности. Те не менее вся симпатия представляет собой связную область.
	Элемент
	Область доступности
	Область популярности
	Область независимости

	a1
	D1 = (a1, a2)
	D(1 = (a1)
	N1 = (a3, a4, a5)

	a2
	D2 = (a2)
	D(2 = (a1, a2, a3)
	N2 = (a4, a5)

	a3
	D3 = (a2, a3, a4)
	D(3 = (a3)
	N3 = (a1, a5)

	a4
	D4 = (a4)
	D(4 = (a3, a4, a5)
	N4 = (a1, a2)

	a5
	D5 = (a4, a5)
	D(5 = (a5)
	N5 = (a1, a2, a3)


В последнем столбце через Ni обозначено множество элементов симпатии, независимых от элемента ai. Назовем его областью независимости. Справедливо соотношение
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Оно и есть определение области независимости.
Теперь второй пример. Пусть мы имеем множество событий. Между некоторыми из этих событий существует причинно-следственная связь. Выделим для каждого из событий множество событий, непосредственно вытекающих из него, и сопоставим это множество данному событию, как область его интересов. Естественно, кругом поклонников каждого события будет множество его непосредственных причин. Поскольку причинно-следственная связь между событиями определяет направление времени в системе, то данный пример показывает аналогию структуры симпатий временным структурам. Область доступности элемента ai в данной симпатии эквивалентна множеству событий возможного будущего, вытекающего из этого события. А область популярности – это события возможного прошлого. Объединение этих двух областей – доступности и популярности или, что то же, будущего и прошлого – образует конус времени для данного события. Понятие конуса времени взято из теории относительности и очень близко ему по смыслу. Все события, лежащие вне конуса времени, абсолютно независимы от события ai. Это справедливо как в нашей теории, так и в теории относительности.
Для событий, лежащих в конусе времени, можно ввести временную шкалу. Интервалом времени tij от события ai до события aj будем считать длину маршрута между этими событиями, если aj лежит в будущем события ai. Если aj находится в прошлом события ai, то tij=–tji, т.е. промежуток времени от ai до aj равен взятому с обратным знаком промежутку от aj до ai. Расстояние в обратную сторону мы не определяли, просто говорили: обратно проехать нельзя. Т.к. для времени «обратный проезд» запрещен более естественно, то отрицательное время носит более очевидный формальный характер и означает время, прошедшее с прошлого момента до настоящего, а вовсе не от настоящего до прошлого, «но в обратную сторону», как можно было бы говорить для пространства.
Если разбить конус времени на множества, для которых величина tij принимает одно и то же значение, то так мы можем ввести понятие одновременности для разных событий. Заметим, что одновременность нами вводится только относительно некоторого базового события ai, относительно которого построен конус времени. Относительно другого базового события, т.е. в другом конусе времени, два события, одновременные для ai, могут оказаться неодновременными. Это также близко к идеям релятивизма.
Будем говорить, что множество одновременных событий – это поколение относительно события ai, причем номер этого поколения равен промежутку времени от события ai. Так  само событие составляет нулевое поколение, круг его интересов – первое поколение, круг поклонников – минус первое поколение и т.д. Ясно также, что для положительных поколений, если существует n-е поколение, то всегда существует и (n-1)-е поколение, а для отрицательных, если существует поколение с номером –n, то всегда поколение с номером –n+1 не пусто. Т.е. другими словами смена поколений не имеет разрывов. Нельзя родиться, не имея родителей, а имея только дедов (но, в нашей теории, можно родиться вообще из ничего – это для события, не имеющего прошлого).
Заметим, что интервал времени между двумя событиями ai и aj зависит от маршрута между этими событиями, т.е. определен неоднозначно. Событие может находиться в n-м поколении и в k-м поколении, если к нему ведут маршруты длиной n и k. Т.е. в общем случае поколения пересекаются. Если событие aj принадлежит двум поколениям, то и все его следствия будут также принадлежать двум поколениям (в нашем случае n+1 и k+1), и все их области доступности будут также удваиваться в поколениях. Такая многозначность будущего имеет только тот смысл, что мы, говоря об области доступности, говорим о возможном будущем, а его конкретная реализация – это конкретный маршрут в этой области. Проиллюстрировать это положение можно следующей житейской фразой: «Я мог бы жениться на этой женщине в молодости, но не женился до сих пор; впрочем, все еще может случиться, и наш брак еще возможен со всеми вытекающими последствиями».
Кроме того, появление одного и того же события возможно не только в разных поколениях, но несколько раз на одном и том же маршруте. Это вытекает из возможности кольцевых маршрутов. В жизни это тоже бывает: «Он женился в третий раз и опять на той же».
Существование кольцевых маршрутов ставит вопрос о периодичности появления событий в цепи поколений. Ясно, что если событие вытекает из самого себя (что мы назвали самолюбованием), то оно будет присутствовать во всех поколениях от -∞ до +∞. Поэтому самолюбование можно считать свойством, определяющим стабильность элемента. Если же событие находится на единственном кольцевом маршруте, то оно будет появляться в поколениях с периодом, равным длине этого маршрута. Присутствие же события на нескольких кольцевых маршрутах ведет к тому, что период появления этого события в цепи поколений равен наибольшему общему делителю длин этих маршрутов. Так, например, если событие aj лежит на двух кольцевых маршрутах длиной 6 и 15, то периодичность его появления равна 3, а если длины кольцевых маршрутов равны 9 и 13, то событие будет присутствовать в каждом поколении (н.о.д.(9,13)=1).
Достаточно очевидны следующие соотношения:

если aj ( Di, то Dj ( Di, D(i ( D(j;
если aj ( D(i, то Di ( Dj, D(j ( D(i.
Другими словами, завтрашнее будущее составляет только часть сегодняшнего будущего, зато завтрашнее прошлое целиком включает в себя сегодняшнее прошлое.

Из этих соотношений вытекает интересный вывод: если событие расположено на кольцевом маршруте, то при движении по кольцу ни прошлое, ни будущее не изменяются. Порядок расположения событий в поколениях может измениться, но будущее, как множество событий, включает те же самые события для любого «сегодня», лежащего на кольце. В этом смысле петля времени лежит вне течения времени, это своеобразная остановка времени.

Поэтому для симпатий, включающих кольцевые маршруты, можно ввести операцию раскольцевания. Раскольцованная симпатия получается из данной симпатии путем замены всех кольцевых маршрутов на элементы, имеющие область интересов, являющуюся объединением областей интересов всех элементов, входящих в кольцо. Путем такой замены всех «коллективов» на «юридических лиц» мы можем получить симпатию, избавленную от «круговой поруки». В такой симпатии движение к будущему всегда уменьшает перспективы и увеличивает опыт, если этими словами можно передать движение во времени.
Операция раскольцевания является частным случаем применения операции сокращения симпатии. Сокращением симпатии называется замена какого-либо подмножества симпатии на новый ее элемент, область интересов которого является объединением областей интересов элементов заменяемого подмножества, причем эта замена производится не только в самой симпатии, как в множестве элементов, но и во всех областях интересов. Т.е. в каждой области интересов ссылки на элементы, содержащиеся в заменяемом множестве, заменяются ссылкой на новый элемент.

Более строго, операция раскольцевания включает следующие этапы:

1. Выделение из данной симпатии S множества всех элементов, лежащих на кольцевых маршрутах с удалением из областей интересов этих элементов ссылок на элементы, не входящие в это множество. Таким образом, мы получим симпатию Sr, состоящую из элементов, лежащих на кольцевых маршрутах. Эта операция – получение симпатии на подмножестве исходной симпатии с сохранением «внутренних» ссылок – называется усечением и будет подробно рассмотрена позднее.

2. Разбиение полученной симпатии Sr на связные области. Назовем их циклическими связными областями.

3. Сокращение исходной симпатии S путем замены множеств элементов каждой из циклических связных областей симпатии Sr на новый элемент с соответствующим объединением областей интересов.

4. Удаление из всех областей интересов элементов полученной симпатии ссылок на сам этот элемент (удаление связей самолюбования).

Операция сокращения симпатии – это и есть, собственно, замена «коллектива» на «юридическое лицо». Она позволяет получить более простую по структуре симпатию, в которой изменения (упрощения) затронули только не интересные в настоящий момент области (сокращаемые множества), а все связи, вся иерархия в остальных частях симпатии полностью совпадают с исходной. Ведь это же самое мы делаем на каждом шагу в таких сложных структурах, как экономика, политическое устройство и т.д., добиваясь упрощения этой структуры (вернее, ее формальной модели) и повышения управляемости. Сокращение симпатии – это абстрагирование от внутреннего устройства отдельных частей сложной системы и манипулирование этими частями как цельными неделимыми объектами. Так, директор завода в процессе управления непроизвольно сокращает доставшуюся ему в управление сложную систему (которая является целой совокупностью симпатий на множестве людей) и управляет не каждым человеком в отдельности, а целыми цехами, отделами. Причем часть коллектива завода в его сознании остается на уровне отдельных личностей, часть же объединяется в группы от бригад да цехов. К некоторым бригадам приковано более пристальное внимание, а некоторые «не имеют значения», как отдельные единицы в его сознании. На внешнем же уровне он обращается к таким структурам, как заводы, объединения, министерства, даже государства, хотя и там есть отдельные люди и связи между ними. И значимость этих людей для конкретного руководителя не всегда совпадает с их должностным положением. Так он может не выделять министра соседнего министерства, как личность – для него это министерство все целиком является «поставщиком такого-то узла», но может запомнить секретаря важного человека или снабженца из другого города, как субъектов, обладающих определенными и весьма важными для дела связями и возможностями. Модель, с которой работает этот директор, и является «сокращенной» симпатией, которая, будучи несокращенной, не поддается не только управлению, но и обозрению.
Женя, ты, конечно, понимаешь, что все это пишется не в один присест. Кое-что я вспоминаю, другое продумываю заново, совершенно переделывая. Некоторые определения изначально не точны и их приходится повторять. Кроме того, чтобы ни ты не устал читать, ни я не устал писать, я считаю допустимыми может не всегда точные, но достаточно яркие, на мой взгляд, аналогии и даже лирические отступления. Простых доказательств я не привожу, т.к. считаю, что если тебе это интересно, то ты и сам сможешь доказать достаточно очевидные вещи, а если это все писать, то уж, скорее всего, будет просто неинтересно. Формул тоже очень мало, т.к., во-первых, это все-таки теория множеств, где их вообще немного, а во-вторых, мне интереснее донести суть словами, аналогиями, примерами.
Возможно, к некоторым разделам придется вернуться и, скорее всего, придется ввести оглавление, т.к. уже сейчас без плана ориентироваться в написанном становится трудно. Но, вернемся к теории.

Прежде, чем перейти к новой теме, скажу еще пару слов о раскольцевании. Раскольцевание, как и любое сокращение, заменяет некоторые подмножества исходной симпатии (для раскольцевания – циклические подмножества) на отдельные элементы. Чисто теоретически такая процедура приводит к появлению симпатии более простой по структуре, чем исходная. Но в практических приложениях мы видим, что сокращение (и раскольцевание в частности) приводит к появлению в симпатии элементов разных типов, т.е. симпатия становится неоднородной. Тем не менее все свойства ее как симпатии вполне однородны – новые «объединенные» элементы, как и старые «одиночные», обладают набором интересов, так же входят в наборы интересов других элементов. Это позволяет обращаться с существенно неоднородными системами, включающими как отдельные элементы, так и их различные объединения различных уровней, как с однородными. Необходимо только правильно определить интересы всех элементов, т.е. связи между ними. 
Все сказанное  относится не только к раскольцеванию, но и к любому сокращению симпатии. Насчет раскольцевания же следует отметить следующее. Логическое основание для этой операции – избавиться от периодического появления элементов, входящих в кольцевые маршруты, в цепи поколений, т.е. сделать цепь поколений более удобной для рассмотрения путем «вычищения» из нее засоряющих элементов. После раскольцевания никакой периодичности в поколениях не наблюдается. Новые элементы, заменяющие кольцевые маршруты, находятся в своем времени. Но это вовсе не значит, что после раскольцевания «всяк сверчок знает свой шесток», т.е. каждый элемент появляется только в одном поколении. Рассмотрим, например, такой фрагмент симпатии:

[image: image5]
Здесь, рассматривая будущее элемента 1, мы видим, что в 1-м поколении присутствуют элементы 2 и 3, во 2-м – 5 и 4, в 3-м – 6, 7 и 5, в 4-м – потомки элементов 6, 7 и сами элементы 6, 7. От такого размножения элементов в поколениях, связанного с существованием маршрутов разной длины между элементами, раскольцевание не избавляет.

А сейчас попробуем рассмотреть более практическую задачу, связанную с симпатиями. Как запрограммировать симпатию для компьютера, т.е. как объяснить тупой машине, с чем она имеет дело, чтобы в дальнейшем компьютер мог понимать, что от него требуется, когда мы попросим его, например, распечатать 5-е поколение элемента a282 или еще что-нибудь, что придет нам в голову. Надеюсь, рассмотрение такой «прикладной» задачки поможет и нам лучше понять, что же такое симпатия, и что такое – ее элемент.
Мы уже отмечали, что каждый элемент симпатии – это не просто элемент множества, а нечто более сложное – это элемент плюс некоторое подмножество, связанное с ним:

S = {ai, {aj}i}, где ai ( M, aj ( M.
Мы отмечали неоднородность понятия элемента: сам элемент – это его суть, нечто твердое, весомое; а элементы, входящие в область интересов – это только ссылки на элементы, это связи базового элемента ai.

Поэтому для описания элемента симпатии больше всего подходит такое понятие, как запись (или структура – в зависимости от языка программирования). Типы данных типа записи присутствуют, например, в таком языке программирования, как Паскаль. Запись позволяет описать как единую переменную целую структуру, состоящую из частей различных типов. В нашем случае сам элемент может быть задан его именем (т.е. переменной типа STRING (строка) в Паскале) или номером (переменная целого типа или INTEGER). Т.к. это элемент множества, то от всех других признаков мы абстрагируемся, хотя в конкретной компьютерной базе данных может присутствовать (хотя бы для справки) еще куча свойств элемента, характеризующихся переменными самых различных типов. Так, если этот элемент – дом, то там могут быть его площадь, кубатура, площадь приусадебного участка, наличие удобств, имя хозяина, адрес, год постройки, планировка комнат, фотография фасада и т.д. и т.п. Нас интересует вторая часть элемента – подмножество Mi, характеризующее интересы элемента. Описывать в этой части все базовые свойства элементов, относящихся к области интересов данного элемента – это дублировать многократно саму базу данных. Даже если указать здесь только основное свойство элемента (его имя или номер, или – для дома – почтовый адрес), то это приводит, с одной стороны, к ненужному дублированию (так, если имеем множество людей, то для каждого в область интересов надо вписать фамилии, имена и отчества всех, с кем связан данный субъект), с другой стороны, усложняет поиск элемента по ссылке. Ведь поиск нужной строки не такая уж простая процедура, и даже поиск нужного номера заставляет вновь и вновь просматривать базу данных.
К счастью, ничего подобного и не нужно. Можно в качестве ссылок на другие элементы вписать просто адреса этих элементов в памяти машины.  Для этого служит переменная типа POINTER. Сослаться на адрес в памяти – это самое простое для логики программы – ничего искать не надо. Причем, для выяснения свойств системы, как симпатии, нам вообще не нужны ни имена переменных, ни их номера, ни другие данные. Нас интересуют только ссылки на другие элементы, т.е. только адреса в памяти. Поэтому мы можем отбросить «сам элемент» и считать, что элемент симпатии – это набор ссылок, набор адресов в памяти, где хранятся такие же списки других адресов. Таким образом, мы приходим к идеализированному машинному образу симпатии, как множеству списков адресов списков.
Конечно, в конкретной реализации нам понадобятся и базовые данные самих элементов, но они нужны только для справки, для идентификации элементов симпатии, как реальных объектов. Все же «системные» свойства элементов содержатся только в списках ссылок.

Таким образом, для симпатии собственное имя элемента (то, что мы обозначали ai) – это ничто, это только средство идентификации. Вся суть элемента в списке его ссылок. Симпатия – это множество списков ссылок, множество связанных между собой подмножеств. Представляешь? Множество, состоящее не из элементов, а только из подмножеств, каждое из которых – это тоже множество подмножеств исходного множества. А элементов, «как таковых», вообще нет.

Вот к каким выводам можно прийти из «практического» приложения. Поскольку именно к этим выводам я и вел, то более подробно о программировании симпатий писать не буду. Я думаю, запрограммировать работу с симпатией не слишком сложно, хотя и громоздко. И любой квалифицированный программист с этим справится. Признаюсь, я чуть-чуть слукавил, рассмотрев только случай, когда вся симпатия помещается в памяти. Более реален случай симпатии как базы данных, там все будет немного по-другому, но смысл моих выводов не изменится.
Попробуем еще разочек посмотреть «вглубь» симпатии. Поскольку симпатия, по сути дела, это система связей, то посмотрим, что получится, если в качестве элементов множества взять связи исходной симпатии. Т.е. мы рассматриваем множество ссылок данной симпатии, множество интересов всех ее элементов. Образуем на данном множестве симпатию по правилу: в качестве ссылок данного интереса мы берем множество интересов элемента, на который указывает данный интерес. Общее количество элементов в новой симпатии S1 (назовем ее симпатией интересов) равно сумме мощностей всех подмножеств интересов. Если мощность множества Mi обозначить [Mi], то количество элементов симпатии S1 равно
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где n – количество элементов симпатии S.
Попробуем подсчитать количество связей в симпатии интересов S1. Для элемента ai симпатии S мы имеем [Mi] связей. Но этот элемент упоминается в [M(i] областях интересов. Каждое упоминание элемента ai есть элемент симпатии S1, а для него каждый интерес образуется, как интерес элемента ai. Суммируя по всем элементам, имеем количество связей:
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Естественно, σ = n1 количество связей исходной симпатии.
Для обозначения элементов симпатии интересов используется та же буква a, что и для элементов исходной симпатии S, но индексы будем ставить двойные – первый индекс соответствует номеру элемента симпатии S, от которого исходит интерес, а второй – номеру элемента, на который этот интерес направлен. Таким образом, если в симпатии S элемент ai имеет область интересов Mi, причем aj (  Mi, то в симпатии S1 будет присутствовать элемент aij. Область интересов этого элемента – это интересы симпатии S, относящиеся к области интересов элемента aj, т.е. множество Mj. Но множество Mj – это множество элементов симпатии S, а нам надо взять множество интересов, исходящих из элемента aj к элементам множества Mj. Обозначим их ajk, где индекс k пробегает все значения, удовлетворяющие условию ak ( Mj. Таким образом, симпатия S1 имеет структуру {aij, {ajk}ij}, где {ajk}ij = Mij – область интересов aij, причем эта структура однозначно связана со структурой симпатии S: aij существует, если aj (  Mi, а ajk входит в Mij, если ak ( Mj. 
Т.к. выражение ak ( Mj не зависит от i, то от i не должно зависеть и его следствие ajk ( Mij, т.е. в определении области интересов Mij = {ajk}ij  можно опустить индекс i: Mij = {ajk}j. Это ясно интуитивно из того, что область интересов элемента aij симпатии S1 строится как множество интересов элемента aj симпатии S и никак не связана с элементом ai той же симпатии. Таким образом, в симпатии S1 одну и ту же область интересов будут иметь элементы, имеющие одинаковый второй индекс.
Назовем элементы симпатии, имеющие одну и ту же область интересов, двойниками. Во многих случаях эти элементы ведут себя идентично – у них одно и то же будущее, все положительные поколения их совпадают, расстояния от них до других элементов симпатии также совпадают.

Таким образом, если в симпатии S существуют элементы, имеющие более одного интереса и не менее одного поклонника, то в симпатии интересов будут присутствовать двойники.

Что будет, если построить симпатию интересов от симпатии интересов данной симпатии? Так сказать, симпатию интересов второго порядка? Элементами этой симпатии будут интересы симпатии S1, т.е. связи ее элементов aij с элементами множеств Mij = {ajk}j. Обозначив их, по аналогии с элементами S1 через aijjk, мы видим, что в обозначении такого элемента всегда удвоен средний индекс, а соответствует он связи (ai с aj) со связью (aj с ak). Такой элемент существует, если в симпатии S существует элемент ai, причем в область интересов Mi входит элемент aj, в область интересов Mj которого входит элемент ak. Предыдущее предложение эквивалентно следующему высказыванию: элемент aijjk существует, если в симпатии S существует маршрут от элемента ai через элемент aj до элемента ak.
Возвращаясь назад к симпатии S1, мы видим, что ее элементы – это маршруты длины 1 симпатии S. Ведь интересы – это и есть маршруты длины 1. А элементы симпатии S2– это маршруты длины 2 симпатии S. Что касается интересов симпатий S, S1, S2, то они представляют собой маршруты длины 1, 2, 3 соответственно, начало которых совпадает с элементами этих симпатий (т.е. маршрутами длины 0, 1, 2). Таким образом, мы приходим к следующему выводу: симпатия интересов n-го порядка Sn на симпатии S представляет собой симпатию, элементами которой являются маршруты симпатии S длиной n, а интересами элементов – маршруты длиной n+1, начало которых на длине n совпадает с элементами.
По аналогии с этим введем более общее понятие: симпатия маршрутов. Симпатией маршрутов с длиной n и сдвигом k, где n(0, k(1, построенной на  симпатии S, является симпатия Snk, элементами которой являются маршруты симпатии S длиной n, а в область интересов элемента m входят маршруты (длиной n) симпатии S, начало которых принадлежит к k–му поколению (в симпатии S) начала элемента m и, если k(n, на длине n-k с начала совпадающие с концом элемента m.

Необходимо разъяснить один момент. Когда мы говорим об интересе или связи элемента, то мы говорим о маршруте длиной 1, а когда об области интересов, то по определению в нее входят элементы, а не маршруты (область интересов – это подмножество Mi множества M элементов). Поэтому в симпатии маршрутов мы говорим об области интересов, а туда входят сами элементы, т.е. маршруты длиной n. А в симпатии интересов n–го порядка мы рассуждали об интересах или связях между элементами, поэтому длина связи (как маршрута) была на 1 больше, чем длина элемента. Указывает же эта связь на элемент (маршрут длиной n), являющийся концом данной связи.
Исходя из определения симпатии маршрутов длиной n и сдвигом k, можно по-новому определить симпатию интересов n–го порядка. Симпатия интересов n–го порядка от симпатии S есть симпатия Sn1 маршрутов длиной n и сдвигом 1 на той же симпатии S.

Другой частный случай симпатии маршрутов – это так называемые симпатии кратных поколений. По определению симпатия кратных поколений кратностью k, построенная на симпатии S есть симпатия маршрутов длиной 0 и сдвигом k на этой симпатии. Ее элементами являются все элементы симпатии S. Областью интересов элемента симпатии кратных поколений является k–е поколение элемента симпатии S. В общем случае симпатия S0k распадается на k связных областей (если S включала одну связную область), однако за счет того, что некоторые элементы могут присутствовать в разных поколениях, симпатия может разделиться на меньшее число связных областей. В любом случае это число должно быть делителем числа k. Итак, симпатия кратных поколений S0k включает в себя те же элементы, что и симпатия S, т.е. строится на том же множестве, но ее элементы имеют другие области интересов.
Вернемся немного назад и поговорим о маршрутах. Вспомним, что маршрутом длины n называется упорядоченный набор из n+1 элементов симпатии S, из которых каждый последующий элемент входит в область интересов предыдущего. Мы говорим «набор», а не «множество», т.к. в множество элемент может входить только один раз, а на маршруте элемент может встречаться несколько раз. Говорят, что маршрут начинается в 1-м элементе этого набора, проходит через промежуточные элементы и заканчивается на последнем элементе набора. Допустимо также выражение: маршрут соединяет 1-й элемент набора с последним элементом набора.

Часть маршрута, в которой элементы следуют в том же порядке без пропусков, также является маршрутом. В этом случае говорят, что короткий маршрут входит в более длинный маршрут и называется его фрагментом. Кольцевым маршрутом называется маршрут, в котором первый элемент совпадает с последним элементом. Если в маршрут входит кольцевой маршрут, то говорят, что маршрут содержит кольцевой фрагмент. Два элемента в общем случае могут соединяться различными маршрутами различной длины. Среди маршрутов, соединяющих два элемента, из которых второй принадлежит области доступности первого, всегда есть один или несколько маршрутов наименьшей длины. Эта длина называется расстоянием от первого элемента до второго (или расстоянием между первым и вторым элементами). Расстояние между двумя элементами существует не всегда. Для конечных симпатий (т.е. для симпатий на конечных множествах) всегда существует маршрут, не содержащий кольцевых фрагментов и имеющий максимальную длину. Эта длина называется диаметром симпатии. Симпатии с бесконечным числом элементов также могут иметь конечный диаметр (хотя это и не обязательно). В симпатиях с конечным диаметром среди маршрутов между двумя элементами, второй из которых входит в область доступности первого, всегда есть один или несколько маршрутов без кольцевых фрагментов, имеющих максимальную длину. Эта длина называется максимальным путем между первым и вторым элементами. 
Если два маршрута содержат один или несколько общих элементов, не составляющих фрагментов длины 1 и более, то говорят, что они пересекаются на этих элементах. Если два маршрута содержат один или более общих фрагментов, то говорят, что они совпадают на данных фрагментах или на данных участках. Заметим, что маршрут может совпадать на каком-либо участке с кольцевым маршрутом и в то же время не содержать кольцевых фрагментов. Если два маршрута являются фрагментами третьего маршрута, причем длина фрагмента третьего маршрута от начального элемента первого маршрута до начального элемента второго маршрута равна n, то говорят, что второй маршрут сдвинут относительно первого на n. Число n в этом случае может быть как меньше длины 1-го маршрута, так и больше ее. Если 2-й маршрут сдвинут относительно 1-го на n, то 1-й маршрут сдвинут относительно второго на -n. Если n=0, т.е. 2-й маршрут сдвинут на 0 относительно 1-го, то один из них является фрагментом другого. Еще раз обращу внимание на то, что в определение относительного сдвига двух маршрутов входит ссылка на 3-й маршрут, фрагментами которого первые два должны являться. Поэтому сдвиг определен не для любых двух маршрутов на данной симпатии, а только в том случае, если такой 3-й маршрут существует. В частности, если сдвиг n больше длины 1-го маршрута, то величина n в общем случае определена неоднозначно, т.к. длина фрагмента 3-го маршрута между концом 1-го маршрута и началом 2-го маршрута может быть различной в зависимости от выбора 3-го маршрута.
Симпатией маршрутов Snk на симпатии S называется симпатия, элементами которой являются маршруты длиной n на симпатии S, а в область интересов данного элемента входят все маршруты симпатии S длины n, сдвинутые относительно маршрута-элемента на величину k. Это повторение определения, данного ранее, но через сдвиг маршрутов. Кроме того, в новом определении нет ограничения на величину сдвига – она может быть как положительной, так и нулевой, и отрицательной. Отметим, что симпатии маршрутов с нулевым сдвигом Sn0 не имеют связей между элементами (не считая самолюбования) и, по-существу, являются просто множествами маршрутов длины n. Симпатии маршрутов с отрицательным сдвигом являются обратными симпатиями по отношению к симпатиям маршрутов с положительным сдвигом: Sn,-k= S(nk. В частности, S0,-1= S(01= S(  – обратная симпатия к симпатии S.
Вернемся к симпатиям интересов n–го порядка. Мы уже отмечали, что Sn= Sn1, т.е. симпатии интересов n–го порядка – это симпатии маршрутов длины n со сдвигом 1. Ясно, что при переходе к симпатии интересов длина любого маршрута, начинающегося истоком и кончающегося тупиком, сокращается на 1. Кольцевой же маршрут в симпатии интересов не изменяет своей длины. Поэтому, если исходная симпатия конечна и не имеет кольцевых маршрутов, то длина всех маршрутов от истоков до тупиков, а значит и диаметр симпатии интересов n–го порядка, взятой от данной симпатии, уменьшается на n. Отсюда следует вывод: если порядок симпатии интересов превышает диаметр исходной симпатии, не содержащей кольцевых маршрутов, то такая симпатия интересов пуста, т.е. не имеет элементов.
По-иному обстоит дело, если симпатия имеет кольцевые маршруты. В этом случае длина чисто линейных маршрутов от истока до тупика, т.е. маршрутов, не имеющих ни одного общего элемента с кольцевыми маршрутами, при каждом переходе к симпатии интересов сокращается на единицу. Длина маршрутов, имеющих общий фрагмент с кольцевым маршрутом, но начинающихся с истока и кончающихся тупиком, также сокращается при каждом переходе к симпатии интересов, но к ней периодически добавляется длина кольца, так что, если такой маршрут окажется маршрутом максимальной длины, то диаметр симпатии будет совершать колебания при увеличении порядка симпатии интересов с периодом, равным длине кольцевого маршрута. Длина маршрута, начинающегося или кончающегося на кольце (и не имеющего кольцевых фрагментов), в симпатии интересов не изменяется. Наконец, если маршрут и начинается, и кончается на кольце, то длина его (т.е. максимальная длина без кольцевых фрагментов) с каждым переходом к симпатии интересов увеличивается на единицу. Если такая структура присутствует в симпатии, то с увеличением порядка симпатии интересов рано или поздно ее диаметр начнет расти.
Симпатия интересов в качестве элементов использует связи исходной симпатии. Каждый элемент исходной симпатии имеет [Mi] + [M(i] связей (а при наличии самолюбования [Mi] + [M(i] -1 связей, т.к. самолюбование учитывается и в [Mi], и в [M(i]). Через элемент исходной симпатии проходит [Mi] × [M(i] маршрутов длины 2, для которых этот элемент является промежуточным. Эти маршруты соответствуют связям в симпатии интересов. Таким образом, каждая связь исходной симпатии превращается в элемент симпатии интересов, а каждый элемент исходной симпатии – в [Mi] × [M(i] связей симпатии интересов.
Можно ли, зная структуру симпатии интересов, восстановить исходную симпатию? Сразу можно сказать, что однозначно это сделать нельзя. Так, например, три следующие симпатии
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имеют одну и ту же симпатию интересов:
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Т.е симпатия интересов 4 имеет не менее трех вариантов исходной симпатии (на самом деле их 9, если не учитывать варианты с изолированными элементами). Другой вопрос: любая ли симпатия является симпатией интересов какой-либо другой симпатии? Ответ на этот вопрос тоже отрицательный. Так, например, не существует симпатии, для которой симпатия
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была бы симпатией интересов. Тогда встает следующий вопрос: как по структуре симпатии определить, является ли она чьей-нибудь симпатией интересов или нет? Прежде всего, в симпатии интересов если два элемента имеют пересекающиеся области интересов, то эти области интересов полностью совпадают. То же самое можно сказать и о кругах поклонников – для любых двух элементов они либо не пересекаются, либо совпадают. Т.е. вся симпатия распадается на набор непересекающихся множеств, являющихся областями интересов элементов других множеств – множеств поклонников, которые также не пересекаются. То есть симпатия интересов всегда имеет четко организованную структуру, она всегда разбита с одной стороны на «творческие коллективы», с другой стороны на «фан-клубы», причем каждый элемент такой симпатии не может находиться ни в двух «творческих коллективах», ни в двух «фан-клубах» одновременно, а члены каждого «фан-клуба» проявляют интерес только к одному «коллективу». Заметим, что среди тех и других множеств может быть какое-то число пустых множеств, которые также (что естественно) не пересекаются с другими множествами, в том числе и пустыми. Именно неопределенность числа множеств и порождает неоднозначность исходных симпатий для данной симпатии интересов.
Итак, для того, чтобы данная симпатия была симпатией интересов какой-либо другой симпатии, необходимо и достаточно, чтобы области интересов любых двух элементов этой симпатии либо полностью совпадали, либо не пересекались. При этом множество элементов симпатии разбивается на ряд непересекающихся множеств интересов элементов с одной стороны и на ряд непересекающихся множеств поклонников с другой стороны, причем между множествами интересов и множествами поклонников имеется взаимно однозначная связь такая, что любой элемент из множества поклонников является поклонником любого элемента из связанного с ним множества интересов. Такая связь и есть то, во что превращается элемент симпатии при переходе к симпатии интересов. Таким образом, если мы хотим восстановить исходную симпатию S, имея только симпатию интересов S1, мы должны сделать следующее:
· Выделить области интересов всех элементов S1. Они должны либо совпадать, либо не пересекаться (иначе данная симпатия не является симпатией интересов никакой симпатии).

· Выделить области поклонников всех элементов S1. Они также должны либо совпадать, либо не пересекаться.
· Установить связи между множествами поклонников и множествами интересов (естественно, количество множеств интересов и количество множеств поклонников всегда совпадает).

· Заменить каждую связь между множеством интересов и множеством поклонников S1 на элемент симпатии S. Этот элемент будет иметь столько интересов, сколько элементов в соответствующем множестве интересов, и столько поклонников, сколько элементов в соответствующем множестве поклонников.

· Для каждого элемента симпатии S рассматриваем каждый элемент симпатии S1, входящий в соответствующее множество интересов. Он будет соответствовать связи данного элемента симпатии S с тем элементом этой же симпатии, который содержит тот же элемент симпатии S1 в соответствующем ему множестве поклонников.
· Дописываем к связям, соответствующим элементам S1, не входящим ни в одно множество интересов, необходимое число истоков в S, а к не входящим ни в одно множество поклонников – необходимое число тупиков в S.

· Добавляем в полученную симпатию S произвольное число изолированных элементов.
Поясним сказанное примером. Пусть мы имеем симпатию S1 со следующей структурой:
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Разбиваем множество элементов симпатии S1 на множества интересов и множества поклонников и связи между ними считаем элементами симпатии S (обозначены на схеме заглавными буквами).
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Восстанавливаем всю «промежуточную» структуру симпатии за исключением «концевых» элементов, т.е. истоков и тупиков. К таким элементам ведут связи, соответствующие элементам симпатии S1, не входящим ни в одно множество интересов или ни в одно множество поклонников (выделенные серым фоном элементы в нашем примере).
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Количество тупиков в нашем примере определяется однозначно, т.к. имеется лишь одна свободная связь (интерес) a7. Мы можем поставить сюда тупик A7. А вот количество истоков может быть 1 или 2 (связи a8 и a10). Можно поставить один элемент (A8) или два (A8 и A9). В зависимости от этого мы имеем два варианта исходной симпатии S:
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Диаметр симпатии S в этом примере равен 7 (максимальный маршрут A9A1A2A3A4A5A6A7), а диаметр симпатии S1 равен 6 (a10a9a1a2a3a6a7). 7 – 6 = 1. Так и должно быть, т.к. здесь диаметр определяется некольцевым маршрутом. В то же время длина кольцевых маршрутов не изменилась |A2A4A5A2| = 3, |a4a5a3a4| = 3, |A2A3A4A5A2| = 4, |a4a1a2a3a4| = 4.
Ни один из полученных вариантов симпатии в нашем примере не является в свою очередь симпатией интересов какой-либо другой симпатии. В самом деле, M2 = {A3, A4}, M3 = {A4} – данные два множества пересекаются, но не совпадают. То же самое можно сказать и о множествах M1, M5 и M8.
Сколько вариантов исходной симпатии можно построить для данной симпатии интересов? Ответ на этот вопрос зависит от количества концевых связей при построении исходной симпатии, т.е. от количества тупиков и истоков в симпатии интересов. Это количество тупиков и истоков определяет максимально возможное количество тупиков и истоков в исходной симпатии. Минимально же возможное количество тупиков равно максимальному количеству тупиков в симпатии интересов, присутствующих в одной области интересов. Минимальное количество истоков равно максимальному количеству истоков в симпатии интересов, присутствующих в одном круге поклонников. Количество вариантов в каждом конкретном случае зависит от распределения тупиков и истоков по связанным с ними элементам и даже от симметрии структуры симпатии, что не позволяет дать конкретные рекомендации на все случаи жизни.
Заметим еще, что при переходе от симпатии интересов к исходной симпатии мы можем добавить к ней произвольное количество изолированных элементов (что увеличивает количество вариантов до бесконечности).

Фу! Наконец-то я закончил эту большую тему – симпатии интересов. А впереди еще много и симпатичного, и интересного.

Прежде всего (может, с этого стоило начинать, но, на мой взгляд, это созрело только сейчас) поговорим о классификации симпатий. А затем рассмотрим подробнее некоторые типы симпатий.

Симпатии можно классифицировать по трем признакам: по виду множества, на котором строится симпатия, по количеству и типу связей между элементами и по структуре. По базовому множеству симпатии делятся на конечные и бесконечные. Конечные симпатии могут иметь такую характеристику, как мощность, равную мощности множества. Среди бесконечных симпатий можно выделить счетные симпатии (тоже по аналогии со счетными множествами). В отличие от множеств симпатию нельзя произвольно разделить на подсимпатии, т.к. при этом придется разрывать связи между элементами. Такое разделение возможно, только если в симпатии имеется несколько связных областей. В этом случае подсимпатией будет симпатия, включающая в себя часть связных областей исходной симпатии.  Подсимпатией будет также область доступности любого ее элемента.
Ниже мы рассмотрим несколько интересных симпатий, построенных на бесконечных множествах – это симпатии на числовой оси, на множестве функций и на множестве симпатий.
По связям между элементами можно выделить однородные симпатии – это симпатии, все элементы которых имеют одинаковое количество интересов. В двусторонне однородных симпатиях элементы имеют не только одинаковое количество интересов, но и одинаковое количество поклонников. Однозначные однородные симпатии – симпатии, элементы которых имеют ровно 1 интерес (или для неоднородных симпатий – не более одного интереса). И, наконец, бесконечнозначные симпатии – однородные или неоднородные – симпатии, у которых все или часть элементов имеет бесконечное число интересов. Кроме того мы рассмотрим симпатии, у которых все элементы связаны взаимностями, т.е. если aj входит в Mi, то ai входит в Mj. Такие симпатии будем называть согласиями.
Симпатии могут различаться по структуре. Так мы говорили раньше о симпатиях, имеющих несколько связных областей, о симпатиях с кольцевыми маршрутами, о симпатиях, которые могут быть симпатиями интересов других симпатий. Все это симпатии, отличающиеся по более сложным критериям, чем первые два (т.е. вид базового множества и число связей). Будем говорить, что в этом случае мы выделяем симпатии по структуре.
Рассмотрим симпатии, у которых в качестве базового множества используется множество действительных чисел (числовая ось). Однозначные симпатии на числовой оси называются функциями. Такое простое определение функции равносильно общепринятому, просто все остальное уже содержится в понятии однозначной симпатии. В самом деле, функция ставит в соответствие какому-либо числу другое число. То же самое делает симпатия. При определении функции используются понятия «область определения» и «область значений», что создает впечатление двух разных множеств. Но обе области – это подмножества множества действительных чисел. В терминологии симпатий в область определений входят элементы (числа), имеющие 1 интерес. Остальные элементы не имеют интересов, т.е. являются тупиками. Область значений – это элементы, имеющие поклонников. Если элементы не входят ни в область определения, ни в область значений, то это изолированные элементы. 

Теория функций рассматривает только следующее поколение для элементов из области определения. В рамках теории симпатий можно исследовать другие объекты, например, маршруты. Маршруты в симпатии функции есть ряды чисел. Т.е. мы через симпатии устанавливаем связь между рядами и функциями. Не каждый ряд можно представить, как маршрут на функции, но только такой, в котором следующий член ряда полностью определяется значением предыдущего члена. Тогда, записав это рекуррентное соотношение в виде функции, мы получим данный ряд как маршрут на  этой (рядообразующей) функции. Так функции 
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, …) и т.д. Все приведенные примеры рядов (маршруты на функциях) мы начинали с точки 1. Для ряда Фибоначчи (1, 1, 2, 3, 5, 8, …) рядообразующей функции задать нельзя, т.к. следующее значение ряда определяется не одним, а двумя предыдущими значениями.
Многозначная симпатия на на множестве действительных чисел – это многозначная функция (например, 
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). Бесконечнозначная симпатия на числовой оси – это, например, решение неравенства с двумя переменными. Симпатия на множестве комплексных чисел – это функция комплексного переменного. А вот функцию нескольких переменных вообще нельзя представить  в виде симпатии. Дело в том, что функция нескольких переменных это отображение множества векторов (т.е. пар, троек, четверок и т.д. действительных чисел) на множество действительных чисел, а симпатия всегда отображает (может быть многозначно) одно и то же множество само на себя. Симпатия (однозначная) на множестве векторов – это так называемое конформное преобразование, т.е. отображение плоскости (для 2-мерных векторов), пространства (для 3-мерных векторов) или многомерного пространства само на себя или свою часть. А вот формула преобразования для каждой координаты при конформном преобразовании – это и есть функция нескольких переменных. Т.е. функция нескольких переменных – это только одно из нескольких соответствий, описывающих симпатию на векторах.
Другой важной разновидностью симпатий являются симпатии, заданные на множестве функций. Это так называемые преобразования. Они преобразуют одни функции в другие. Самые простые преобразования – это функции от функций. Заметим только, что функцию от функции можно рассматривать, как функцию, т.е. симпатию на числовой оси, но здесь это симпатия на множестве функций, т.е. закон, по которому из одной функции можно получить другую, причем этот закон имеет функциональный вид. Т.е. новая функция (интерес исходной функции) эквивалентна последовательному выполнению исходной функции над аргументом, а затем функциональному преобразованию над числом, являющимся результатом выполнения исходной функции. На множестве функций возможны преобразования, не имеющие функционального вида. Они называются операторами. Одним из операторов является оператор дифференцирования. Он переводит исходную функцию в производную. Последовательное многократное дифференцирование задает маршрут на симпатии дифференцирования. В силу однозначности дифференцирования такой маршрут длины n определяется однозначно. Симпатия дифференцирования имеет элементы с самолюбованием – это функции вида 
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. При A = 0 – это тривиальный 0. К многозначным (бесконечнозначным) симпатиям-операторам относится симпатия интегрирования. Она переводит функцию в первообразную, которая определена, как известно, с точностью до константы. Эти две симпатии (дифференцирование и интегрирование) являются взаимно обратными. К симпатиям-операторам можно также отнести такие преобразования, как преобразование Лапласа, преобразования Фурье, интеграл Фурье, Z-преобразование и другие интегральные преобразования.
Если  в качестве базового множества взять множество симпатий (как объектов, имеющих определенную структуру), то, задав для каждой симпатии множество симпатий-интересов, мы получим симпатию, построенную на множестве симпатий. Одну из таких симпатий в неявном виде мы уже рассматривали, когда говорили о симпатиях интересов. В самом деле, определив область интересов данной симпатии, как (единственную) симпатию интересов, мы превратим множество симпатий в симпатию. Операция перехода к симпатии интересов n–го порядка эквивалентна движению по маршруту длины n. Структура этой симпатии похожа на структуру симпатии дифференцирования: однозначность при движении в одном направлении и бесконечное число значений в обратном направлении, выход на пустую симпатию или на тривиальный 0 после конечного числа шагов для некоторых элементов (бескольцевых симпатий конечного диаметра – и многочленов), отсутствие поклонников для некоторых элементов (симпатий, в которых области интересов различных элементов пересекаются, но не совпадают – и функций с особенностями).
Если определить область интересов данной симпатии, как все симпатии, полученные из данной путем ее сокращения (т.е. замены подмножества на элемент), то мы получим другой пример симпатии на симпатиях. Эта симпатия многозначна, но в ней нет кольцевых маршрутов. Она имеет один тупик – симпатию из одного элемента («мир, как целое»).Вся симпатия находится в прошлом этого элемента, т.е. любая симпатия имеет эту симпатию в своей области доступности и при последовательном сокращении приближается к ней. А значит, вся симпатия представляет собой одну связную область (не считая изолированной пустой симпатии).

Другой вариант, когда в качестве интересов данной симпатии выбираются ее симпатии кратных поколений. При этом все симпатии, доступные для данной, имеют одинаковое число элементов, но по-разному связанных. Т.е. эта симпатия многосвязна (по крайней мере, каждому количеству элементов соответствует своя связная область).
А теперь несколько вопросов, упущенных в свое время при последовательном изложении, но заслуживающих того, чтобы о них упомянуть.

Один из таких вопросов – это рассмотрение однозначных симпатий. Ясно, что однозначная симпатия распадается на ряд связных областей, каждая из которых, в свою очередь, является однозначной симпатией или изолированным элементом. Поэтому удобнее рассмотреть такую однозначную симпатию, которая представляет собой одну связную область. При этом возможны такие варианты симпатии: конечная разомкнутая цепочка элементов; кольцевая цепочка элементов;  бесконечная цепочка, имеющая исток; бесконечная цепочка, закачивающаяся тупиком; бесконечная цепочка, не имеющая концевых элементов. Кольцевая цепочка и бесконечная в обе стороны цепочка являются двусторонне однородными симпатиями, т.е. в них все элементы равнозначны и имеют по одному интересу и по одному поклоннику. Остальные варианты кроме таких элементов имеют либо исток, либо тупик, либо и исток, и тупик. Ясно, что все эти симпатии являются счетными. На всех не кольцевых вариантах для любых двух элементов можно определить операцию сравнения (ai < aj, если aj ( Di) и имеется единственный маршрут от меньшего элемента к большему; длина этого маршрута есть расстояние между элементами. Бесконечная цепочка с истоком эквивалентна симпатии на множестве натуральных чисел, если интересом данного числа считать следующее за ним число. Бесконечная цепочка с тупиком – это аналогичная симпатия на множестве отрицательных чисел. Конечная цепочка – симпатия на конечном числе целых чисел или на любом конечном множестве, в котором для любых двух элементов можно указать порядок следования типа больше, меньше, лучше, левее, красивее, богаче и т.п.
Множеству целых чисел или любому бесконечному множеству, на котором для любых двух элементов определено одно из вышеперечисленных сравнительных понятий, эквивалентна бесконечная однозначная двусторонне однородная односвязная симпатия или, как мы ее называли, бесконечная цепочка без концевых элементов. Впрочем, на множествах со сравнением определяются и указанные выше бесконечные в одну сторону цепочки, но в отличие от бесконечной в обе стороны цепочки, они имеют один элемент «самый-самый», т.е. который при сравнении с любым другим элементом допускает только одно сравнение: всегда больше или всегда меньше и т.д. – это, так сказать, элемент с превосходной степенью: величайший, нижайший, великолепнейший, мудрейший из мудрейших (впрочем, я увлекся – последнее сравнение уже нонсенс, почему-то приятный восточным правителям). Т.е. все перечисленные варианты допускают интерпретацию на множестве целых чисел.
Несколько особняком стоит кольцевая однозначная симпатия. На ней нельзя определить соотношение сравнения между двумя элементами, т.к. все элементы находятся в области доступности любого из них, т.е. (если все-таки попытаться это сделать) любой меньше всех остальных и в то же время больше них. Но в то же время порядок следования определен однозначно. Числовой эквивалент этой симпатии – множество остатков при делении на число, которое в симпатии является длиной кольца. На этой симпатии от любого элемента ai до любого другого aj всегда имеется единственный маршрут без кольцевых фрагментов и множество маршрутов, отличающихся на nd, где d – диаметр, с кольцевыми фрагментами. Длина маршрута без кольцевых фрагментов есть расстояние dij. В общем случае dij ( dji. Длины всех маршрутов между двумя элементами ai и aj
есть множество натуральных чисел, дающих при делении на d остаток dij.
Другой важный вопрос – матричное представление счетных симпатий. Пронумеруем элементы симпатии. Для каждого элемента по порядку запишем двоичную строку, в которой на  n-м месте будем писать единицу, если n–й элемент входит в область интересов данного элемента и нуль в противоположном случае. Ясно, что полученная матрица полностью отражает структуру данной симпатии. Количество строк в ней (и количество столбцов) равно числу элементов в симпатии, а количество единиц – общему числу связей. Вдоль главной диагонали стоят числа (нули или единицы), ответственные за самолюбования. Матрица, полученная из данной путем отражения относительно главной диагонали, будет изображать обратную симпатию. 
Т.к. порядок нумерации элементов симпатии не влияет на ее структуру, то любая матрица, полученная на данной симпатии с измененным порядком нумерации элементов, будет отражать ту же структуру. Как можно из одной матрицы получить другую, изображающую ту же самую симпатию? Очень просто. Простейшее изменение порядка нумерации элементов – это обмен двух любых элементов своими номерами. Отсюда получаем правило: любая матрица, полученная из данной путем перестановки двух строк и двух столбцов теми же номерами, изображает ту же симпатию. Можно доказать, что для любой симпатии, не имеющей кольцевых маршрутов, можно путем последовательной перестановки строк и соответствующих им столбцов привести ее матрицу к такому виду, когда все единицы сосредоточены выше главной диагонали. Этот вид матрицы соответствует такой нумерации, когда элемент с большим номером не имеет в своем будущем элементов с меньшими номерами. Верно и обратное утверждение: симпатию, имеющую хотя бы один кольцевой маршрут, нельзя пронумеровать таким образом, чтобы соответствующая ей матрица содержала все единицы выше главной диагонали.
С помощью матриц удобно представлять сильно разветвленные симпатии, т.е. симпатии, в которых множества Mi имеют большое число элементов. В этом случае графическое представление симпатии теряет наглядность, т.к. большое количество связей загромождает рисунок. При небольшом количестве связей рисунок более удобен.
Если симпатия имеет несколько связных областей, то соответствующую ей матрицу можно представить, как ряд квадратных матриц меньшего размера, расположенных вдоль главной диагонали, остальная же часть матрицы заполнена нулями:
[image: image40]
Сокращение симпатии в матричном виде производится так: все элементы, принадлежащие сокращаемому множеству, путем последовательных перестановок собираются подряд, затем из матрицы вырезается расположенный на диагонали квадрат, на его место ставится 1 или 0 в зависимости от того, были ли в квадрате единицы, а боковые прямоугольники, окружающие вырезанный квадрат, «прессуются» до строчки или столбца с сохранением всех единиц по принципу «или».

Маршрут на матрице прокладывается так: от главной диагонали (элемент) – по горизонтали до единицы (связь) – затем по вертикали до диагонали (элемент) – по горизонтали до единицы (связь) – по вертикали до диагонали (элемент) и т.д. Количество пройденных единиц – длина маршрута.

И, наконец, такой вид симпатий, как согласия. Напомним, что согласие – это симпатия, в которой для всех элементов выполняется условие: если какой-либо элемент входит в область интересов данного элемента, то и данный элемент входит в область интересов этого элемента. Другими словами – каждый интерес является поклонником. В согласии, если два элемента связаны между собой, то они связаны двойными, вернее, двусторонними связями. Поэтому область интересов любого элемента совпадает с кругом его поклонников и не имеет смысла говорить о них в отдельности – мы будем называть это множество окружением элемента. Точно так же область доступности совпадает с областью популярности и занимает всю связную область. В связной области не может быть независимых от данного элемента элементов. Разделять прошлое и будущее, таким образом, бессмысленно; согласие ничем не напоминает время – это скорее пространственноподобная структура без выделенных направлений.

Двусторонняя связь (взаимность) с точки зрения симпатии является частным случаем кольцевого маршрута, но, говоря о согласии, удобнее считать ее единичной связью. В согласии мы будем разделять аналогичные кольцевым круговые маршруты – маршруты, не проходящие дважды подряд по одной (двойной) связи и связывающие элемент сам с собой – и попятное движение (тюею движение по только что пройденной связи в обратном направлении).

Поскольку связь самолюбования всегда является взаимностью, то она также может присутствовать в согласиях.
Евгений Григорьевич!
Наконец-то возвращаюсь к неоконченной теме теории симпатий. Просто кончилась моя месячная вахта, дома было не до того, а здесь на новой вахте заели другие дела.

Больше не для тебя, а для себя напомню, что предыдущее пухлое письмо было посвящено исследованию математических объектов, которые я назвал симпатиями. Это множества, в которых для каждого элемента определено подмножество этого множества, называемое областью интересов. Были определены такие понятия, как обратная симпатия, область доступности или будущее, круг поклонников, область популярности или прошлое элемента, маршрут, расстояние между элементами, связность симпатии, диаметр симпатии, подсимпатия, связная область, кольцевой маршрут. Были определены такие операции на симпатиях, как сокращение симпатии, раскольцевание симпатии, получение симпатии интересов n-го порядка, получение симпатии маршрутов длины n со сдвигом k, установлена связь между некоторыми из этих операций и условия для существования обратных операций (для симпатий интересов). Была проведена классификация симпатий и рассмотрены некоторые симпатии как общего вида, так и разных классов. Так симпатии делятся на конечные и бесконечные, а последние на симпатии с конечным числом элементов в областях интересов и бесконечным числом. Кроме того выделены и рассмотрены однородные и однозначные симпатии, в частности, функции, симпатии с кольцевыми маршрутами и без них, и, наконец, согласия, т.е. симпатии с двунаправленными связями. Вот как раз на согласиях и прервался ход моей мысли, и логично было бы продолжить сие повествование именно с них. Однако вернусь к более ранней и общей теме, т.к. в свое время я ее недостаточно осветил. А именно к подсимпатиям.
Подсимпатией данной симпатии является симпатия на подмножестве множества элементов данной симпатии, причем области интересов всех элементов подсимпатии совпадают с областями интересов тех же элементов основной симпатии. Ясно, что не любое подмножество множества элементов симпатии может быть подсимпатией. В частности, связная область симпатии всегда является подсимпатией. Также подсимпатией буде будущее, т.е. область доступности любого элемента. Обратные симпатии к подсимпатии не всегда являются подсимпатиями симпатии, обратной к основной. Так, например, если подсимпатия строится на связной области, то обратная к ней симпатия будет подсимпатией обратной к основной симпатии. А вот обратная подсимпатия к будущему элемента не обязательно должна быть подсимпатией обратной основной симпатии.
В общем случае подсимпатия всегда является объединением областей доступности какого-то количества элементов основной симпатии.

Однако, если не требовать совпадения областей интересов элементов основной симпатии и ее части, а оставить в областях интересов части только ссылки на элементы, входящие в эту часть, можно получить из данной симпатии целый класс симпатий, построенных на подмножествах основного множества и частично сохраняющих структуру основной симпатии. Мы назвали такие симпатии усечениями основной симпатии.

Усечением (Sy) симпатии (S) называется симпатия, множество элементов (My) которой является подмножеством множества элементов (M) симпатии (S), а области интересов (Myi) являются пересечениями областей интересов (Mi) тех же элементов с множеством элементов (My) усечения. При таком определении на любом подмножестве основного множества можно построить усечение, причем все связи внутри усечения будут повторять связи основной симпатии, из связей основной симпатии отбрасываются лишь те, которые ведут к элементам, не входящим в подмножество, т.е. «наружу» по отношению к усечению. Т.к. подсимпатия является частным случаем усечения, то симпатия, обратная подсимпатии, всегда является усечением (т.к. очевидно, что симпатия, обратная усечению есть усечение обратной симпатии) обратной симпатии. Подсимпатии можно разбить на двусторонние (т.е. те, для которых и обратные симпатии есть подсимпатии S() и односторонние (например, будущее элемента). Можно доказать, что двусторонняя подсимпатия всегда строится на множестве, составляющем одну или несколько связных областей основной симпатии.
Следует отличать усечение и симпатию, являющуюся результатом сокращения симпатии. Усечение – это часть симпатии, а при сокращении мы получаем «модель» симпатии, ее более простой вариант, в котором «неинтересная» часть заменена на абстрактный элемент с сохранением всех его внешних связей. Только в тривиальном случае, когда усечением является сама симпатия, а сокращается (т.е. заменяется на абстрактный) только один элемент, усечение может совпасть с результатом сокращения.
Дадим также определение родственных симпатий. Родственными симпатиями называются симпатии, построенные на одном и том же множестве. Понятие родственных симпатий позволяет ввести парные операции на множестве симпатий, такие, например, как объединение двух симпатий ( когда области интересов элементов объединяются) или пересечение (когда в область интересов результирующей симпатии включаются только интересы, присутствующие в обеих пересекающихся симпатиях). Следует сразу же подчеркнуть отличие операций с родственными симпатиями от одноименных операций на множествах – там объединяются или пересекаются множества элементов, а для родственных симпатий – только области интересов. Родственными всегда являются прямая и обратная симпатии. Таким образом, на родственных симпатиях оказываются определенными базовые логические операции (и, или, не), что позволяет организовать родственную логику. Впрочем, ничего особо нового от такой логики ожидать не приходится.
А теперь перейдем к согласиям, т.е. к симпатиям, у всех элементов которых области интересов совпадают с кругами поклонников. Все двусторонние связи в согласиях мы учитываем только один раз, так что под словом «связь» в дальнейшем будем понимать пару связей, составляющих взаимность. На диаграммах взаимность будет изобрадаться линией без стрелок.

Строго говоря, каждая такая связь является кольцевым маршрутом. Поэтому на согласиях мы будем говорить не о кольцевых маршрутах, а о круговых маршрутах, составленных из однократно пройденных взаимностей.

Область интересов или круг поклонников для согласий будем называть общим словом «окружение» (если ты помнишь, для симпатий в общем виде мы так называли объединение области интересов с кругом поклонников – так что терминология согласий не противоречит общей). Элементы, входящие в окружение данного элемента будем называть соседними.

Если в общем случае симпатия является времениподобной структурой, что отражается в терминологии: прошлое, будущее, поколения, то частный случай согласия явно теряет  всякое подобие со временем – здесь прошлое совпадает с будущим, поколения – это множества элементов, расположенных на одинаковых расстояниях от данного, т.е. нечто похожее на окружности или сферы. Поэтому для согласий больше подходят аналогии с пространством, геометрией, и названия для некоторых специальных понятий мы в дальнейшем будем брать именно оттуда.
Согласием линейного типа назовем согласие, в котором каждый элемент имеет не более двух соседей. Согласие линейного типа разбивается на связные области, называемые линиями. Ясно, что линия может иметь не более двух элементов, имеющих только одну взаимность (концевых элементов). Существует 4 типа линий:
1. Линия с конечным числом элементов без концевых элементов – замкнутая линия.

2. Линия с бесконечным числом элементов без концевых элементов – бесконечная линия.

3. Линия с бесконечным числом элементов, содержащая один концевой элемент – луч.

4. Линия с конечным числом элементов, два из которых концевые – отрезок.

Луч и отрезок являются усечениями бесконечной линии (в дальнейшем мы уточним определение линии и будем называть луч и отрезок фрагментами линии в отличие от «настоящей» линии, не имеющей концов). Возможны и другие усечения бесконечной линии – наборы лучей, отрезков и изолированных элементов, причем лучей может быть не более двух, а количество отрезков и изолированных элементов в наборе не ограничивается.

Усечения луча – не более одного луча и неограниченное количество отрезков и изолированных элементов.

Усечениями отрезка может быть только ограниченное число отрезков и изолированных элементов.

Усечения замкнутой линии набор ограниченного числа отрезков и изолированных элементов. 

Для линии имеет смысл ввести еще одну операцию – размыкание. Но определим ее в общем случае, т.е. для симпатии. В результате размыкания мы получаем симпатию на том же множестве (т.е. родственную), но с меньшим числом связей. Попросту говоря, области интересов некоторых элементов заменяются на подмножества исходных областей интересов. 
Размыкание связей на согласии производится таким образом, чтобы в результате мы опять получили согласие. Т.е. если из числа соседей элемента ai исключается элемент aj, то и из числа соседей элемента aj должен быть исключен элемент ai. Кратностью размыкания будем называть число исключенных связей. Причем, т.к. для согласия каждая связь – двойная, то кратность размыкания согласия в два раза меньше, чем кратность того же размыкания той же симпатии, рассматриваемой в обобщенном виде.
Очевидно, что однократное размыкание бесконечной линии превращает ее в два луча, однократное размыкание луча дает луч и отрезок (или изолированный элемент), однократное размыкание замкнутой линии приводит к отрезку, а та же операция, примененная к отрезку, расчленяет его на два отрезка (которые в общем случае могут оказаться и изолированными элементами).

В дальнейшем элементы согласий мы иногда будем называть точками.

Согласие S называется локально плоским в точке ai, если усечение, построенное на окрестности этой точки, является замкнутой линией.
Точка aj удалена от точки ai на расстояние r, если длина кратчайшего маршрута между этими точками равна r. Аналогично поколению определим концентрический слой радиуса r вокруг точки ai, как множество всех точек, удаленных от ai на это расстояние. Таким образом, любое односвязное согласие можно разбить на множество концентрических слоев вокруг любой из его точек. Эти слои не пересекаются, и их объединение вместе с центральной точкой образует все множество элементов согласия.

Если усечение на любом концентрическом слое вокруг точки ai является замкнутой линией, то такое согласие будет называться плоским вокруг точки ai.

А теперь теорема, вернее, гипотеза, т.к. она пока не доказана и, не смотря на простоту формулировки, подход к доказательству отнюдь не очевиден:

Согласие, локально плоское во всех точках, является плоским во всех точках.

Плоское во всех точках согласие будем называть поверхностью.

Согласие S называется локально трехмерным в точке ai, если усечение, построенное на окрестности этого элемента, является поверхностью.

Трехмерное вокруг точки ai согласие – это такое согласие, в котором усечение на любом концентрическом слое вокруг этой точки является поверхностью.

И опять гипотеза: Локально трехмерное в каждой точке согласие является трехмерным вокруг всех точек.

По аналогии можно определить согласия с любым числом измерений.

Для примера рассмотрим однородные поверхности. Если окрестность каждого элемента состоит из трех элементов, то поверхность состоит из четырех элементов. Ее структура изображается в виде тетраэдра:


[image: image41]
или

[image: image42].
Для четырех взаимностей поверхность представляет собой октаэдр:


[image: image43]
или

[image: image44].
Если число связей – 5, то получаем икосаэдр:


[image: image45]
или

[image: image46].
Однородная поверхность с шестью взаимностями – это бесконечная мозаика:


[image: image47].
Вот фрагмент однородной поверхности с числом связей на элемент, равным 7:

[image: image48]
Интересно проследить зависимость длины окружности (т.е. замкнутой линии, состоящей из точек, принадлежащих к концентрическому слою) от радиуса для однородных поверхностей с разным числом взаимностей на элемент.
	Число взаимностей
	Длина окружности при разных r

	
	r = 1
	r = 2
	r = 3
	r = 4
	r = 5
	r = 6

	3
	3
	
	
	
	
	

	4
	4
	0
	
	
	
	

	5
	5
	5
	0
	
	
	

	6
	6
	12
	18
	24
	30
	36

	7
	7
	21
	56
	147
	385
	1008

	8
	8
	32
	120
	448
	1672
	6240


Каждая строка получается по следующему правилу: нулевое значение (т.е. при r = 0) равно 0 (в таблице не показано), первое значение равно v (числу связей на точку), каждое следующее значение вычисляется по формуле:
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Мы видим, что зависимость длины окружности от радиуса задается последовательностью, которая является помесью геометрической прогрессии с рядом Фибоначчи. Исследование этой последовательности само по себе увлекательное занятие. Приведу только общую формулу для длины окружности (r – радиус, v – число связей точки):
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Однако и без детального исследования видно, что при v < 6 отношение 
[image: image51.wmf]r
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 (аналог числа 2() уменьшается с ростом радиуса, т.е. кривизна поверхности положительна, при v = 6 – постоянно (
[image: image52.wmf]r

c

vr

= 6) и не зависит от радиуса – поверхность плоская, а при v > 6 отношение 
[image: image53.wmf]r
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 возрастает, т.е. мы имеем дело с отрицательной кривизной.
Из всего сказанного следует еще один важный вывод: «реальную» геометрическую плоскость невозможно смоделировать в виде однородной дискретной поверхности (понимаемой как согласие), т.к. единственная плоская поверхность имеет 
[image: image54.wmf]r

c

 = 6, а «реальная» плоскость 
[image: image55.wmf]r
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 = 2( ( 6,28… . Однако, это еще не значит, что нельзя получить нужное отношение 
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 как предел при r ( ( для какой-нибудь из неоднородных поверхностей. Такая поверхность вполне годится для «квантования» плоскости на микроуровне. То есть, если наше пространство дискретно на микроуровне, то оно, по крайней мере, неоднородно, т.е. разные точки его обладают различными свойствами. Вопрос о том, сколько разновидностей точек участвует в такой модели пространства и, в частности, плоскости, и каким образом они связаны друг с другом, остается пока открытым.
А сейчас попытаюсь доказать первую из выдвинутых гипотез, но предварительно докажу такое утверждение: если локально плоское во всех точках согласие содержит хотя бы одну точку с числом связей 3, то связная область, содержащая эту точку, состоит из четырех точек.

Пусть для точки a число взаимностей равно 3, т.е. точка a связана с тремя точками b, c и d. Т.к. согласие локально плоское в точке a, то точки b, c и d образуют замкнутую линию, т.е. существуют связи b–c, c–d и b–d. Рассмотрим точку b. Согласие локально плоское в этой точке, т.е. ее окрестность образует замкнутую линию. В эту окрестность входят точки a, c и d. Больше ни одна точка не может входить в окрестность точки b, т.к. a, c и d уже образуют замкнутую линию. Так же точно, и окрестности точек c и d не содержат других точек, кроме уже упомянутых, т.е. ни одна из точек a, b, c, d не связана с какими-либо иными точками, и a, b, c, d образуют связную область.
Отметим, что эта связная область является поверхностью (тетраэдр).

Еще одно вспомогательное утверждение. Если согласие локально плоское во всех точках, и n–й концентрический слой вокруг какой-либо точки состоит из трех точек, связанных в треугольник, то n+1–го концентрического слоя не существует.

Пусть слой состоит из трех точек b, c и d. Имеются связи b–c, c–d и b–d. Тогда окружение точки d состоит из отрезка b–c и еще нескольких точек, лежащих либо в n-1–м слое, либо в n+1–м слое, причем эти точки вместе в точками b и c образуют замкнутую линию. Но n-1–й слой обязательно содержит хотя бы одну точку из окрестности точки d. Значит, n+1–й слой таких точек не содержит. Точно так же он не содержит и точек из окрестностей b и c, т.е. не содержит вообще ни одной точки.
Саму гипотезу докажем по индукции. Окрестность любой точки в силу локальной плоскостности является замкнутой линией. Т.е. первый концентрический слой всегда является замкнутой линией. Предположим, что n–й концентрический слой вокруг какой-либо точки является замкнутой линией. Если эта линия содержит ровно 3 точки, то это последний концентрический слой, и теорема доказана. Если же число точек больше трех, то обозначим через a, b, c, d четыре последовательных точки из этой замкнутой линии. Т.е. мы предполагаем существование связей a–b, b–c и c–d.

[image: image57]
В окрестность точки b входят точки a, c и два отрезка (возможно, вырожденных в точку), один из которых лежит в n-1–м концентрическом слое, а другой – в n+1–м концентрическом слое. Пусть последний отрезок начинается точкой a( и кончается точкой b(. Для окрестности точки c соответствующий отрезок, лежащий в n+1–м слое, начинается с точки b( и кончается точкой c(. Т.к. конечная точка первого отрезка является начальной точкой второго, то a(…c( также образуют отрезок. Т.к. точки n–го слоя образуют замкнутую линию, то и последовательная стыковка отрезков в n+1–м слое также даст замкнутую линию.
Таким образом, наглядно, хотя и не совсем строго мы доказали, что локально плоское во всех точках согласие является плоским вокруг всех точек.
Еще несколько замечаний о вырожденных случаях для линии (эти замечания более уместны были бы раньше, когда мы рассматривали линии, тем более, что кое-что из того, что сейчас будет сформулировано, мы уже неявно использовали в доказательствах, но – лучше поздно, чем никогда). Отрезок мы определили, как связное согласие линейного типа, содержащее два концевых элемента. Таким образом, отрезок минимальной длины содержит две точки, обе являются концевыми, а длина отрезка равна 1. Вырожденным случаем отрезка будем считать изолированный элемент, не смотря на то, что он содержит всего 1 элемент без связей (а не 2 элемента с 1 связью каждый). Длина вырожденного отрезка равна 0.
Замкнутая линия по определению может содержать не менее 3 элементов. Введем вырожденный случай замкнутой линии из одного изолированного элемента. Возможен также другой случай вырождения замкнутой линии – это элементарный отрезок из 2 концевых элементов (этот случай не использовался в наших доказательствах).

Минимальная поверхность состоит из 4-х элементов (тетраэдр). Вырожденная поверхность также представляет собой изолированный элемент. Интерпретация изолированного элемента как частного случая поверхности может быть полезна при рассмотрении трехмерных согласий и, в частности, при доказательстве теоремы об эквивалентности локальной и глобальной трехмерности. Возможны также «частичные» вырождения поверхности до замкнутой линии из 3 элементов и до отрезка из 2 элементов.
Ну и, наконец, о минимальных и вырожденных случаях трехмерных согласий можно сказать почти то же самое:

· Минимальное 3-мерное согласие – 5 элементов (объемноцентрированный тетраэдр)

· Вырожденное 3-мерное согласие – 1 элемент (изолированный)

· Частичные вырождения – до минимальных поверхности, замкнутой линии, отрезка.

Женя! Тебе, наверное, уже надоели мои постоянные возвращения назад, к азам. Мне самому надоели. Но что ж поделаешь, не получается все сразу предусмотреть. Вот и сейчас хочу вернуться к определению линии. Я определил ее как согласие, в котором каждый элемент имеет не более двух связей. И получил 4 типа связной линии: бесконечная линия, луч, отрезок и замкнутая линия. Если не считать, конечно, изолированной точки. Сейчас же мне представляется более удобным считать линией согласие, в котором каждый элемент имеет ровно две связи. По этому определению имеем только два типа линии, отличающиеся числом элементов. При бесконечном числе точек имеем бесконечную линию. При конечном числе точек – замкнутую линию. А такие объекты, как луч и отрезок нельзя считать линиями, т.к. кроме чисто линейных точек (с двумя взаимностями) они имеют точки с одной связью (концевые или краевые точки). Отрезок и луч определим, как связные усечения линии (или фрагменты линии).
Такое определение позволяет логично провести аналогию к определению фрагмента поверхности, фрагмента 3-мерного согласия и т.д.

Фрагментом поверхности назовем связное усечение поверхности, локально плоское во всех точках кроме множества краевых точек, усечение на котором образует одну или несколько линий. В этом случае будем говорить, что фрагмент поверхности ограничен одной или несколькими линиями. В каждой из краевых точек фрагмент поверхноти не является локально плоским, т.к. окружение этих точек не образует линии, а образует отрезок с концевыми точками, являющимися также краевыми точками фрагмента поверхности.

Фрагментом 3-мерного согласия называется связное усечение на 3-мерном согласии, ограниченное одной или несколькими поверхностями. Слово «ограниченное» понимается в том смысле, что точки, принадлежащие ограничивающей поверхности, не являются локально трехмерными, т.к. их окружение образует не поверхность, а фрагмент поверхности, ограниченный линией, причем точки этой линии также принадлежат к этой ограничивающей поверхности.
Почему в обоих определениях (фрагмента поверхности и фрагмента 3-мерного согласия) я употребил слова «одной или несколькими»? Это на тот случай, если фрагмент кроме «внешнего» контура имеет еще «внутренние» контуры отверстий (для поверхности) или пустот (для 3-мерного фрагмента). То есть здесь сразу учитывается топология фрагментов.

И, наконец, почему я требую, чтобы фрагмент поверхности был ограничен линиями, а фрагмент 3-мерного согласия – поверхностями? Потому что можно построить усечения, ограниченные черт те чем, например, древовидные структуры, которые близко не лежали с поверхностями или 3-мерными согласиями.
Понятия линии, поверхности, 3-мерного согласия и вообще n-мерного согласия закладывают основы для создания дискретной геометрии, дискретной топологии и прочих дискретных наук, известных нам только в непрерывном варианте.
А теперь вновь вернемся назад, чтобы определить размерность для более общего случая. Дело в том, что согласия не ограничиваются только линиями, поверхностями, 3-мерными и т.д. согласиями и их фрагментами, а могут представлять собой более сложные структуры. Например, такое согласие:


[image: image58]
Если даже не считать область IV, состоящую из изолированных элементов, то области I, II, III составляют связную область, не являющуюся ни линией, ни поверхностью, ни 3-мерным согласием, ни их фрагментом. В то же время область I (вернее, усечение на области I) – это фрагмент 3-мерного согласия (объемноцентрированный октаэдр), область II – отрезок, т.е. фрагмент линии, а область III – полноправная поверхность. Т.е. разные части этого согласия имеют разную размерность. Минимальной частью согласия, в которой можно определить размерность, является точка. Ведь и линию, и поверхность, и 3-мерное согласие мы определяли через свойства точки (2 связи для линии, локальная плоскостность и локальная 3-мерность для двух других случаев).
Начнем с нулевой размерности. Точка согласия, не имеющая соседей (изолированный элемент) имеет нулевую размерность.

Если же точка имеет соседей, то размерность этой точки больше нуля. Для того, чтобы определить размерность точки, надо рассмотреть усечение на окрестности этой точки (в дальнейшем для краткости вместо слов «усечение на окрестности» будем говорить просто «окрестность»). Если окрестность состоит только из изолированных точек, т.е. никакие две точки из окрестности не связаны между собой, то размерность в такой точке равна 1. Итак, одномерной называется точка, усечение на окрестности которой состоит из точек размерности 0. Заметим, что одномерная точка может иметь любое число соседей (не обязательно 2), главное, чтобы эти соседи были и чтобы они не были связаны между собой. В общем случае согласие, состоящее только из одномерных точек, представляет собой сложную разветвленную структуру. В ней возможны круговые маршруты, не должно только присутствовать ни одного элементарного треугольника, т.е. треугольника со стороной, равной 1, т.к. точки, входящие в такой треугольник, имеют связанных между собой соседей, и размерность этих точек больше 1.
Размерность 2 имеют точки, усечение на окрестности которых содержит точки размерности 1 и, возможно, точки размерности 0.

Общее определение размерности точки:

Точка имеет размерность n, если максимальная размерность точек усечения на окрестности этой точки равна n-1. Размерность изолированной точки равна 0.

Все рассмотренные нами усечения (фрагменты) линии, поверхности, 3-мерного согласия (кроме вырожденных) имели ту же размерность во всех точках, что и само согласие. Для последнего согласия (см. предыдущую диаграмму) все точки области I имеют размерность 3, причем центральная точка локально трехмерна, а остальные – граничные точки трехмерной области. Только точка, связанная с областью II, имеет более сложное окружение, состоящее из фрагмента поверхности и изолированной точки. Тем не менее, ее размерность – 3. Точки области II одномерны. Точки области III двухмерны, причем все кроме точки, связанной с областью II, локально плоски, а последняя имеет окрестность, состоящую из линии и изолированной точки. Точки области IV имеют размерность 0.
В определении размерности согласия имеется некоторая двойственность, касающаяся минимальных конфигураций. Рассмотрим, например, линию (конечно, замкнутую), состоящую из n точек. Размерность линии, как и размерность всех ее точек, равна 1 и не зависит от n. Однако, если мы сделаем n равным минимально возможному значению, т.е. 3, то размерность точек окажется равной 2. В самом деле, окрестность каждой точки состоит из двух связанных точек, т.е. имеет размерность 1, а значит размерность самой точки равна 2. Т.е., уменьшив линию до минимума, мы превратили ее в фрагмент поверхности. Этот фрагмент состоит из трех краевых точек, образующих краевую линию, и не содержит ни одной полноценно двумерной точки (т.е. имеющей окрестность в виде линии – локально плоской). Размерность краевой точки фрагмента поверхности, как мы знаем, равна 2. Размерность краевой точки в усечении на краевом множестве есть размерность линии и должна равняться 1. Но в минимальном случае усечение на краю совпадает с самим фрагментом поверхности и размерность его точек есть 2.
Точно так же, тетраэдр есть минимальная поверхность, но одновременно он является фрагментом пространства, (т.е. 3-мерного согласия), и размерность точек тетраэдра равна 3. Этот фрагмент также целиком состоит из краевой поверхности и не имеет ни одной «полноценно» трехмерной точки.
Если мы попытаемся добавить в центр тетраэдра такую «полноценную» точку, сделав весь тетраэдр ее окрестностью, то и все остальные точки станут также «полноценно» пространственными, т.е. мы получим 3-мерное согласие. Но, т.к. точки исходного тетраэдра имели размерность 3, то точки полученного согласия будут иметь размерность 4, т.е. мы имеем фрагмент 4-мерного согласия, ограниченный 3-мерным согласием, в которое входят все точки фрагмента.

Таким образом, минимальные n-мерные согласия всегда являются фрагментами n+1-мерных согласий, и все их точки имеют размерность n+1.
Рассмотрим случай, когда окрестность точки (понимаемая как усечение на множестве соседних точек) многосвязна. Тогда каждая связная область окрестности определяет свою размерность точки. По нашему определению размерность точки на 1 больше максимальной из размерностей точек окрестности. Но связные области, состоящие из точек, чья размерность меньше максимальной, также вносят свой вклад в свойства точки. Будем называть такие точки (т.е. точки, имеющие многосвязную окрестность) точками соприкосновения. В этих точках соприкасаются области согласия, имеющие (по крайней мере, вблизи этих точек) обособленные структуры и, возможно, даже разные размерности.
Можно ввести формальную операцию разделения согласия, заменяющую каждую точку соприкосновения несколькими точками, имеющими односвязные окрестности, каждая из которых является связной областью окрестности исходной точки. Не следует проводить разделения по точкам окрестности с размерностью 0, т.е. по изолированным точкам окрестности, если таких точек ровно 2 и кроме них окрестность не содержит других точек, т.к. иначе мы разобьем все линейные структуры на элементарные отрезки, что может только затруднить исследование конкретного согласия. А в целом разделение согласия по точкам соприкосновения может помочь лучше понять его структуру. В частности, области с разными размерностями при этом окажутся отдельными связными областями. 

Отметим также, что разделение согласия – это одна из обратных операций по отношению к сокращению, причем, что несколько парадоксально, и ту, и другую мы ввели для того, чтобы упростить структуру симпатии и облегчить ее исследование.
Еще более сложный вариант может возникнуть, когда окрестность точки сама содержит (нелинейные) точки соприкосновения. В этом случае имеет смысл говорить о линиях соприкосновения или их фрагментах, проходящих через данную точку и точку соприкосновения из окрестности. Если же окрестность содержит точки, соединенные в линию соприкосновения, то мы имеем дело с поверхностью соприкосновения трех- или более- мерных областей.
Теперь для ясности поговорим немного об очевидных вещах, упомянутых в предыдущих рассуждениях. Мы предлагали не проводить разделения по линейным точкам (т.е. тем, у которых окрестность состоит из двух изолированных элементов). Такие точки также являются точками соприкосновения, например, левой части линии (или ее фрагмента) с правой частью. Разделение по таким точкам разобьет всю линию на единичные отрезки. Конечно, удобнее иметь дело с целой линией или фрагментом, лишь отделив его на концах от других структур, т.е. линий, поверхностей и т.д. Если же точка одномерна, но ее окрестность состоит из 3 или более изолированных точек, то, в принципе, можно было бы разбить эти точки на пары и считать, что в данной точке имеется пересечение какого-то количества линий и, возможно, ответвление линейной структуры (если число точек окрестности нечетно). Но разбиение на пары вносит элемент произвола, и разделение по «парному» принципу приводит к неоднозначности. Необходимо проводить  разделение в таких одномерных точках по каждому из направлений для всех точек окрестности, этим мы избежим неоднозначности и сделаем равноправными все направления.
Определяя линию соприкосновения, мы говорили, что она проходит через нелинейные точки соприкосновения из окрестности. Через линейные точки соприкосновения также можно провести линию, и по этой линии будут соприкасаться части поверхности. Но части поверхности соприкасаются по любой линии, проведенной на поверхности, эта линия не есть линия соприкосновения разных объектов, так же как и линейная точка не есть точка соприкосновения разных объектов, а просто точка, где сходятся части одной и той же линии.

Для поверхности соприкосновения мы не оговаривали чисто поверхностные линии соприкосновения, т.к. предыдущим определением мы их уже исключили из понятия «линия соприкосновения». Это можно было бы сделать еще раньше, исключив из понятия «точка соприкосновения» линейную точку, но на этапе точки это показалось мне несколько искусственным.
Любое связное согласие либо имеет все точки одной и той же размерности, либо может быть разбито на области, состоящие из точек разных размерностей, но совпадающих внутри областей, причем эти области связаны через точки, линии и т.д. соприкосновения (это, конечно, требует доказательства, но это так).

Таким образом, изучив окрестность каждой точки согласия, мы можем не только определить ее размерность, но и сказать, является ли она точкой соприкосновения каких-либо областей с определенными размерностями, либо, возможно, входит в линию, поверхность или другую структуру соприкосновения таких областей. При необходимости, проведя разделение по всем точкам, линиям и т.д. соприкосновения мы можем разделить согласие на отдельные области, имеющие более простую структуру.
Разделение по линии соприкосновения производится следующим образом. Окрестность каждой точки линии соприкосновения разделяется по точкам соприкосновения. В результате точка линии соприкосновения превращается просто в точку соприкосновения, т.е. ее окрестность становится многосвязной. Поэтому после разделения окрестностей становится возможным разделение по самим точкам линии.

Разделение по поверхности соприкосновения предполагает разделение окрестностей всех точек этой поверхности по линии соприкосновения, а затем разделение самих точек поверхности соприкосновения, как простых точек соприкосновения.

Назовем согласие, все точки которого имеют одинаковую размерность, равномерным («равно-мерным»). Соответственно, если согласие содержит точки разной размерности, оно будет называться неравномерным.

Размерностью равномерного согласия будем считать размерность его точек.

Справедливо следующее утверждение: число точек равномерного согласия всегда больше его размерности. Для размерности 1 это очевидно. Для большей размерности доказывается по индукции (рассматривается окрестность точки размерности n+1, которая является согласием размерности n, т.е. содержит не менее n+1 точек).

Для неравномерного согласия не только общее число точек больше максимальной размерности точек, но число точек с максимальной размерностью больше значения размерности. Что касается числа точек с размерностями, меньшими максимальной, то оно может быть любым. Например, в согласии:

[image: image59]
содержится 6 точек. Из них 4 (c, d, e, f) имеют максимальную размерность, равную 3. Точка b имеет размерность 2, а точка a – размерность 1. При этом точка b является точкой соприкосновения одномерной области (ab) с двумерной (bcd), а отрезок cd – линией соприкосновения двумерной области (bcd) с трехмерной (cdef). Эти области становятся связными областями после разделения согласия по точке соприкосновения b и линии соприкосновения cd:


[image: image60]
Очевидно, что любая одномерная точка всегда связана хотя бы с одной другой точкой, т.е. входит в элементарный отрезок. Любая двухмерная точка всегда содержит элементарный отрезок в своем окружении, т.е. входит в элементарный треугольник. Любая трехмерная точка входит в тетраэдр. И т.д. Вообще, всякая n-мерная точка является точкой минимального (элементарного) n-мерного фрагмента. Минимальной частью (усечением) n-мерного согласия, сохраняющей свойства n-мерности всегда является минимальный n-мерный фрагмент. Для n=1 это единичный отрезок, n=2 - элементарный треугольник, n=3 -элементарный тетраэдр и т.д. Количество элементарных n-мерных фрагментов, содержащихся в согласии является аддитивной мерой согласия по отношению к n-му измерению. Мы будем называть это количество в общем случае количеством n-мерных ячеек.
Количество нульмерных ячеек – это просто количество элементов согласия, т.е. его мощность.

Количество одномерных ячеек – это количество связей в согласии, а для равномерного одномерного согласия – длина. 

Количество двумерных ячеек – это количество элементарных треугольников, а для двумерного согласия – площадь.

Количество трехмерных ячеек для трехмерного согласия характеризует его объем. Дл четырехмерного согласия количество 4-мерных ячеек есть гиперобъем и т.д.

Надо отметить, что любое n-мерное согласие характеризуется не только количеством n-мерных ячеек, но и количеством ячеек всех меньших измерений вплоть до нуля. Т.е., например, трехмерный фрагмент характеризуется не только объемом, но и своими «внутренними» площадью, длиной и мощностью. Этим дискретные многомерные объекты отличаются от непрерывных. Для непрерывного тела мы можем указать только объем. Поверхность может быть указана только внешняя, т.е. краевая, которая не имеет отношения к количеству 2-мерных ячеек в дискретном случае (в дискретном случае тоже есть краевая поверхность 3-мерного фрагмента, но это только часть всей «внутренней» площади дискретного тела).
Например, рассмотренное выше неравномерное согласие имеет мощность 6, длину 9, площадь 5 и объем 1. После разделения согласия увеличивается только количество объектов, по которым производилось разделение. Так для разделенного согласия мощность увеличилась до 9, длина до 10, площадь и объем не изменились (5 и 1), т.к. по 2- и 3-мерным фрагментам разделения не производилось.
Интересно посмотреть, сколько ячеек меньших размерностей содержит n-мерная ячейка. Оказывается, количество таких ячеек выражается биноминальными коэффициентами
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где k – размерность ячеек. Так, например, 5-мерная ячейка содержит 6 четырехмерных ячеек, 15 трехмерных, 20 двухмерных, 15 одномерных и 6 точек.

Рассмотрение многомерных дискретных структур намного проще, чем рассмотрение многомерных непрерывных объектов, чисто в психологическом плане. Трудно себе представить тессеракт (4-мерный куб), тогда, как, например, 5-мерная ячейка, для которой мы считали число ячеек меньших измерений, легко изображается на бумаге и не требует титанических усилий воображения:

[image: image62].

Можно и далее развивать дискретную геометрию, ввести понятия прямой, плоскости, угла, рассмотреть фигуры и тела для согласий разных конфигураций, вычислить соотношения между их элементами, их площади, объемы и т.д. Дискретная геометрия так же неисчерпаема, как и непрерывная (ой, кажется, я сказал что-то великое). Но оставим все это на будущее и рассмотрим несколько иные аспекты теории согласий.
Согласием взаимностей, построенным на согласии S, назовем согласие, элементами которого являются взаимности согласия S, а в окружение каждого элемента входят все отличные от самого элемента взаимности, относящиеся к двум элементам согласия S, образующим эту взаимность.

Ага! Ведь это то же самое, что и симпатия интересов, только в применении к согласию! – наверное воскликнул Евгений Григорьевич, прочитав предыдущий абзац. Если, конечно, у него хватило терпения вообще дочитать до этого места. Но будем думать, что именно ты, Женя, и дочитал, и воскликнул. Я отвечу: Да! Ты прав. Но именно поэтому я и начну с отличий согласия взаимностей от симпатии интересов и, конечно, со связи между ними.
Рассмотрим такое простенькое согласие:


[image: image63].

Это элементарный треугольник. Рассмотрим его, как симпатию


[image: image64]
и возьмем от него симпатию интересов:


[image: image65].
Как видим, симпатия интересов от нашего согласия вовсе не похожа на согласие. А вот согласие взаимностей согласно нашего определения:
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Мы видим, что симпатия интересов от согласия содержит пары элементов, связанные взаимностями, и, чтобы перейти от симпатии интересов к согласию взаимностей, необходимо сократить эти пары, т.е. заменить их единичными элементами. Таким образом, согласие взаимностей получается из исходного согласия путем перехода к симпатии интересов и сокращения всех пар элементов, связанных взаимностями.

Учитывая это отличие, можно дальнейшие вопросы, связанные с согласиями взаимностей, развивать совершенно аналогично тому, как мы это делали для симпатий интересов. В частности, так же вводятся согласия взаимностей n-го порядка, согласия маршрутов длины n со сдвигом k, и между ними существуют аналогичные зависимости.
И, наконец, об операции, применимой к любой симпатии, – операции, превращающей симпатию в согласие. Назовем эту операцию согласованием симпатии, а заключаться она будет в следующем. Для каждого элемента ai просматривается область его интересов и каждому элементу aj, входящему в область интересов элемента ai, в его область интересов вписывается элемент ai (если его там нет). Если проще, то каждая направленная связь симпатии заменяется на двойную, т.е. на взаимность. Тем самым осуществляется вековая мечта всех влюбленных: предметы нашего обожания втюриваются в нас по уши, и на планете наступает рай земной, вечная весна и прочая идиллия. Конечно, при этом все общество теряет неудовлетворенность, направленность, импульс к развитию, время останавливается, и приходит вечный, многомерный и совершенно бессмысленный бардак, т.е., в нашей терминологии, «согласие» или, как говаривал один уже забываемый временами деятель, «консенсус». Но в смысле математики такая идиллическая операция может сослужить неплохую службу, например, помочь в исследовании топологии симпатии и в некоторых других случаях, когда направленность связей роли не играет. Самый первый пример, который приходит в голову – это выделение связной области в симпатии.
Кстати очень красиво согласование выглядит в выражениях родственной логики: согласование есть объединение симпатии с ее обратной симпатией. Мне это сильно напоминает поговорку «крайности сходятся», смысл которой практически совпадает со смыслом «родственно-логической» трактовки: наиболее крепкая семья (согласие) получается при браке (объединении) наиболее отличающихся друг от друга  индивидов (прямая и обратная симпатия). Ну как тут не порадоваться удачному выбору терминов!
На этом, Женя, заканчиваю сие малохудожественное повествование. Надеюсь, некоторых своих целей это письмо достигло. Одна из них – заинтересовать тебя математической теорией, выполненной на стыке с демагогией чувств. Конечно, я и не пытался оцифровать движения души, скорее, наоборот, была попытка вдохнуть душу в такой сухой предмет, как теория множеств. А другая цель – доверить бумаге продукт устного (даже не устного, а мысленного, поскольку вслух об этом никому не сообщалось) творчества, ведь бумага более долговечна, чем наша память. А в моих построениях, думаю, согласишься, что-то есть из тех вещей, которые стоит сохранить надолго.
12.02.99


Белюченко Николай.
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